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摘要　由于突触连接，神经元之间的信息传递普遍存在着时滞效应．本文讨论时滞对四个环式耦合混沌ＨＲ

（Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ－Ｒｏｓｅ）神经元的同步动力学行为影响．通过计算同步差，发现适当的时滞会诱发或增强混沌神

经元间的完全同步，即时滞的作用使耦合系统在较小的耦合强度下存在稳定的同步状态．进一步还发现时

滞会诱发神经元间出现相位同步，增大在相同步窗口．此外，在完全同步出现可以观察到由时滞诱发的一些

复杂现象，包括近似同步与相位同步之间的转迁等．
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引 言

耦合振子系统的同步是非线性动力系统的一

个基本现象．它经常出现在许多物理、机械、通讯、
生态和神经系统中，并且在振荡的集群行为中扮演

着重要的角色［１］．在耦合振子中发现了完全同步、
相位锁定、滞后同步和广义同步等［２－８］．然而，信息
流在耦合系统中的传递并不都是瞬时的，因为信号

传输的有限速度会产生有限的时滞．在物理和生物
系统中，时滞是普遍存在的．时滞的出现，使得有限
维的动力系统变为无穷维的系统，从而诱发了更复

杂的动力特性，因此时滞耦合系统的非线性行为引

起了许多学者的关注．文献［９］研究了两个时滞信
号耦合的Ｒｓｓｌｅｒ振子间的相位同步．两个电耦合
ＨＲ（Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ－Ｒｏｓｅ）神经元［１０］和 ＭＬ（Ｍｏｒｒｉｓ－
Ｌｅｃａｒ）神经元［１１］通过一个有效地时滞在低耦合强

度下能取得同步，并且在同步过程中耦合神经元的

混沌运动会变成规则的周期行为．当两个全同混沌
系统受一不规则时滞信号调节时也会出现同步行

为［１２］．此外，文献［１３］揭示了带时滞耗散和脉冲耦
合的ＨＨ（Ｈｏｄｇｋｉｎ－Ｈｕｘｌｅｙ）系统的同步振动稳定
性．网络模型的研究指出时滞的相互作用还会导致
一些有趣的现象［１４］．

在神经系统中，由于沿着神经轴突和化学突触

中信号传输的有限的传播速度，时滞在神经信息传

递中是固有的．例如，实验表明通过无髓鞘轴突纤

维，信号传输的速度为１ｍ／ｓ，结果在脑皮层的网络
里传播时造成了高达８０ｍｓ的时滞．本文以 ＨＲ神
经元模型为例，考虑时滞对四个环式耦合混沌 ＨＲ
神经元同步活动的影响．不仅发现时滞可以增强混
沌神经元间的同步，还观察到由时滞诱导的一些复

杂动力学现象，如近似同步，相位同步等，这些结果

对于深入研究时滞对神经元网络的同步和信息传

递有参考价值．

１　具有时滞的环式耦合的ＨＲ神经元模型

ＨＲ神经元模型是 Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ和 Ｒｏｓｅ根据蜗
牛神经细胞的电压钳实验数据提出的［１５］．三个变
量的 ＨＲ神经元模型是描述神经元放电行为的数
学表达．它可用于模拟真实神经元中的峰放电、簇
放电和混沌现象．作为我们时滞神经元网络的单位
振子，ＨＲ神经元由如下运动方程表述：

ｘ＝ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉｅｘｔ
ｙ＝ｃ－ｄｘ２－ｙ
ｚ＝ｒ［ｓ（ｘ－χ）－ｚ

{
］

（１）

这里ｘ代表神经细胞的膜电位，ｙ是与内电流
（例如Ｎ＋ａ或Ｋ

＋）相关的恢复变量，ｚ表示与Ｃ２＋ａ 激

活的Ｋ＋离子电流相关的慢变调节电流．ａ，ｂ，ｃ，ｄ，
ｒ，ｓ以及χ都是系统参数，这里 ａ＝１，ｂ＝３，ｃ＝１，ｄ
＝５，ｓ＝４，ｒ＝０．０１５，χ＝－１．６．Ｉｅｘｔ表示外界直流激
励．当２．９２＜Ｉｅｘｔ＜３．４０时，系统表现多尺度的簇—
峰放电的混沌行为．本文取 Ｉｅｘｔ＝２．９５，这表明神经
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元是处于混沌状态．
现在我们考虑具有时滞的环式耦合的混沌ＨＲ

神经元的同步行为．一个神经元通过轴突侧支与中
间神经元相连，中间神经元再反过来与该神经元发

生突触联系，构成闭合环路，这种方式称为环状联

系．多个神经元之间通过电突触耦合，如果所有的
神经元都只受到其最邻近的两个神经元的耦合作

用，并且首尾的神经元相连形成一个环状结构，这

种连接方式称为环式结构．其结构示意图如图１所
示．它们的动力学行为由如下的时滞微分方程组来
描述：

ｘ１＝ｙ１－ａｘ
３
１＋ｂｘ

２
１－ｚ１＋Ｉｅｘｔ＋ｇ［ｘ２（ｔ－τ）＋

　　ｘｎ（ｔ－τ）－２ｘ１（ｔ）］，

ｘｉ＝ｙｉ－ａｘ
３
ｉ＋ｂｘ

２
ｉ－ｚｉ＋Ｉｅｘｔ＋ｇ［ｘｉ＋１（ｔ－τ）＋

　　ｘｉ－１（ｔ－τ）－２ｘｉ（ｔ）］

ｘｎ＝ｙｎ－ａｘ
３
ｎ＋ｂｘ

２
ｎ－ｚｎ＋Ｉｅｘｔ＋［ｘｎ－１（ｔ－τ）＋

　　ｘ１（ｔ－τ）－２ｘｎ（ｔ）］

ｙｊ＝ｃ－ｄｘ
２
ｊ－ｙｊ

ｚｊ＝ｒ（ｓ（ｘｊ－χ）－ｚｊ），２≤ｉ≤ｎ－１，１≤ｊ≤



















ｎ

（２）
这里ｇ≥０是耦合强度，下标ｉ（或ｊ）代表第ｉ（或ｊ）
个神经元．系统的参数取值与系统（１）相同，这表
明ｎ个神经元是全同的．由方程（２）可以看出神经
元是在经过时滞 τ后接收到来自最邻近的两个神
经元的信号．

下面取ｎ＝４，考察时滞对四个环式耦合的混
沌神经元间同步的影响．

图１　具有环式结构的神经元耦合系统示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒａｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｒｉｎｇｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ

２　时滞对电突触耦合神经元完全同步的诱
发或增强作用

耦合系统的同步状态记为（ｘ，ｙ，ｚ），则其动力
学行为可由下面方程表述：

ｘ＝ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉｅｘｔ＋２ｇ［ｘ（ｔ－τ）－ｘ］

ｙ＝ｃ－ｄｘ２－ｙ
ｚ＝ｒ［ｓ（ｘ－χ）－ｚ

{
］

（３）
引入横截向量Ｘｊ⊥ ＝Ｘ

ｊ＋１－Ｘ１，ｊ＝１，２，３，并在

状态Ｘ１的同步流形处对系统（２）线性化，则可得
ｘ⊥ ＝（－３ａｘ

２
１＋２ｂｘ１）ｘ⊥ ＋ｙ⊥ －ｚ⊥ ＋

　２ｇ（ｘ⊥（ｔ－τ）－ｘ⊥）

ｙ⊥ ＝－２ｄｘ１ｘ⊥ －ｙ⊥
ｚ⊥ ＝ｒｓｘ⊥ －ｒｚ










⊥

（４）

这里Ｘｊ⊥ ＝（ｘ⊥，ｙ⊥，ｚ⊥）．同步状态的稳定性是
由系统（４）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数决定的．如果所有Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数为负，则同步状态是稳定的．这个条件可
以由最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为负值来保证．进一步，同
步状态的稳定性可以由膜电位的平均同步差‖ｅ‖
来验证．膜电位的平均同步差定义为

‖ｅ‖＝１３（｜ｅ１１｜＋｜ｅ２１｜＋｜ｅ３１｜）

这里ｅｉ＝（ｅｉ１，ｅｉ２，ｅｉ３）＝（ｘｉ＋１ｘ１，ｙｙ＋１ｙ１，ｚｉ＋１－ｚ１），
ｉ＝１，２，３．若 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｍａｘ‖ｅ‖ ＝０，这意味着耦合系统

完全同步的发生，即当ｔ→∞，Ｘ１→Ｘ２→Ｘ３→Ｘ４．

图２　在参数平面上膜电位差最大值的变化

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｏｆｔｈｅｍｅｍｂｒａｎｅ

ｐｏｔｅｎｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ｜｜ｅ｜｜ｉｎ（τ，ｇ）－ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｐａｃｅ

数值计算结果表明，当耦合强度ｇ＜０．４时，四
个无时滞电突触耦合的 ＨＲ神经元不能达到完全
同步．如果考虑了神经元信息传递过程中的时间滞
后τ，情况会有什么变化呢？为此当时滞 τ与耦合
强度ｇ变化时，我们计算最大膜电位差‖ｅ‖来判
断四个耦合神经元的同步行为．图２给出了环式耦

９０２
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合下参数平面（τ，ｇ）的最大膜电位差‖ｅ‖的变化．
它显示在不同时滞下不同的耦合强度使耦合系统

达到同步的可能性．由图１可以看到在参数平面
（τ，ｇ）上存在一些区域，这些区域里膜电位差‖ｅ‖
的最大值趋向于零，这说明在这些区域里四个环式

耦合神经元的完全同步有效地被增强．
现在考察耦合系统在有或无时滞的情况下达

到完全同步时耦合强度的临界值．为此我们计算膜
电位差‖ｅ‖最大值随耦合强度 ｇ的变化，如图３
所示．由图３我们可以看到在没有时滞的情况下，
只有当耦合强度大于０．４时，耦合神经元才能达到
完全同步．而当取时滞τ＝３时，则只要耦合强度 ｇ
＞０．３，膜电位差‖ｅ‖最大值就能趋于零．这表明
耦合系统达到完全同步时耦合强度临界值为０．３．
达到完全同步所需的耦合强度临界值越小，就表明

从一个神经元到其它神经元的信息传输越容易．当
耦合强度０．３＜ｇ＜０．４时，时滞 τ＝３使耦合系统
由近似同步转化到完全同步，所以我们可以说时滞

能增强耦合系统的同步．

图３　无时滞（τ＝０）和具有时滞（τ＝３）时，

最大膜电位差随耦合强度ｇ的变化

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｏｆｔｈｅｍｅｍｂｒａｎｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ｜｜ｅ｜｜

ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈｆｏｒτ＝０（ｗｉｔｈｏｕｔｄｅｌａｙ）ａｎｄ３（ｗｉｔｈｄｅｌａｙ）

为了清楚地看到时滞对耦合系统的影响，我们

给出四个环式耦合的神经元在不考虑时滞（τ＝０）

和具有时滞（τ＝４）两种不同情况下的膜电位相关

图，如图４和图５所示．我们是在相同的耦合强度ｇ

＝０．０５下对两种情况进行比较的．图４（ａ）和图５

（ａ）分别画出系统 τ＝０和 τ＝４情况下神经元１、

神经元２和神经元３关于膜电位的空间相图；图４

（ｂ）和图５（ｂ）分别画出系统无时滞和具有时滞情

况下神经元２、神经元３和神经元４关于膜电位的

空间相图．由图 ４可以看出，当耦合强度为 ０．０５

时，不考虑神经元信息传输时滞时，四个环式耦合

的神经元是不同步，但当传输时滞为４时，四个神
经元就达到完全同步，如图５（ａ）和 （ｂ）所示．由
此可见时滞诱发了神经元间的同步．

图４　ｇ＝０．０５，τ＝０情形：

（ａ）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的空间相图，（ｂ）（ｘ２，ｘ３，ｘ４）的空间相图

Ｆｉｇ．４　（ａ）Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｉｎ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）－ｓｐａｃｅ，

（ｂ）ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｉｎ（ｘ２，ｘ３，ｘ４）－ｓｐａｃｅｆｏｒｇ＝０．０５，τ＝０

图５　ｇ＝０．０５，τ＝４情形：

（ａ）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的空间相图，（ｂ）（ｘ２，ｘ３，ｘ４）的空间相图

Ｆｉｇ．５　（ａ）Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｉｎ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）－ｓｐａｃｅ，

（ｂ）ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｉｎ（ｘ２，ｘ３，ｘ４）－ｓｐａｃｅｆｏｒｇ＝０．０５，τ＝４

３　时滞诱发的耦合神经元间的相位同步

为了研究神经元耦合系统的相位同步，先定义

神经元的相位．假定每个神经元峰序列｛ｔｎ｝的相位
为

（ｔ）＝２ｎπ＋２π
ｔ－ｔｎ
ｔｎ＋１－ｔｎ

，ｔｎ≤ｔ≤ｔｎ＋１ （５）

若瞬时的相位差△（ｔ）＝ｎ１（ｔ）－ｍ２（ｔ）满足｜

△（ｔ）｜＜ｃｏｎｓｔ．这里 ｍ和 ｎ为正整数，则称两个
神经元是相位锁定的．当ｍ＝ｎ＝１时，则称两个神
经元是相位同步的．特别地，若两个神经元的相位
差的最大值 ｍａｘ｜△（ｔ）｜＜２π，则说明达到同步
后，当其中一个神经元产生动作电位，在其下一次

动作电位产生前另一个神经元也会产生动作电位，

０１２
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即两个神经元几乎同时产生动作电位，也就是说，

相位同步实际上是峰同步［１６］．
下面我们考察时滞对四个神经元间相位同步

的影响．为此我们分别计算系统没有时滞和具有时
滞两种情况下四个神经元间的最大相位差随耦合

强度的变化．由图６（ａ）可以看出，系统在没有时
滞的情况下，除了当０．５６＜ｇ＜１时，神经元１与神
经元３，神经元２与神经元４之间出现相位同步外，
其它区域四个神经元达不到相位同步．在系统具有
时滞τ＝３的情况下，当ｇ∈（０．３１，０．４４）∪（０．４８，
０．５８）∪（０．６２，０．７７）时，神经元间的相位差的最
大值都趋于零，这意味着全体神经元是相位同步

的，如图６（ｂ）所示．由此可见，耦合的对称性使神
经元间出现相位同步也具有对称性．同时，时滞的
出现还会使耦合神经元间出现相位同步的范围变

大，即时滞诱发了神经元间的相位同步．

图６　神经元间的相位差的最大值随耦合强度的变化，

时滞为 （ａ）τ＝０，（ｂ）τ＝３

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｏｆ｜△（ｔ）｜ｖｅｒｓｕｓ

ｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈｆｏｒｔｈｅｄｅｌａｙ（ａ）τ＝０，（ｂ）τ＝３

４　结论

由于突触间隙的存在，神经元之间的信息传递

存在着时滞效应，时滞是普遍存在的．本文研究时
滞耦合对四个环式耦合ＨＲ神经元同步的影响．数
值模拟表明有效的时滞会诱发或增强耦合神经元

间的同步，如当四个环式耦合ＨＲ神经元间的时滞
为３时，使耦合系统达到完全同步的耦合强度的临
界值为０．３，该值小于无时滞情况下耦合系统出现
完全同步耦合强度的临界值．而时滞为４时，能使
耦合的神经元在很小的耦合强度下达到完全同步．
由此可见耦合强度越小，越有利于从一个神经元到

其它神经元的信息传输．此外，在完全同步出现前
神经元间的行为是复杂的．在这过程中出现近似同
步、相位同步的转迁等现象．时滞的出现会诱发神

经元间的相位同步，也可以使耦合神经元出现相位

同步的范围变大．
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