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摘要　以动力系统的稳定性与分岔理论为基础，导出四轴客车１７个自由度的横向振动微分方程，利用Ｋａｌｋ

ｅｒ线性蠕滑理论计算轮轨滚动接触蠕滑力，对这一客车系统的蛇行运动稳定性与超高速情况下分岔问题进

行了研究．数值结果表明该方法可以得出客车系统蛇行失稳的临界速度，为进一步改善客车横向稳定性性

能及设计高速客车走行部提供了理论依据．

关键词　高速客车，　蛇行，　稳定性，　分岔，　临界速度

引 言

随着车辆运行速度的提高，车辆动力学的研

究变得相当重要．如何提高机车车辆的三大指标：
运动稳定性、运行平稳性、曲线通过性能，是研制高

速机车车辆的关键，其中稳定性是车辆系统动力学

性能非常重要的一个方面，它决定了列车运行的最

高速度［１－４］．在正常运行速度范围内，车辆系统不
能发生失稳现象，否则，将出现剧烈的蛇行运动，影

响到其运行平稳性和旅客的乘坐舒适性，甚至会引

起脱轨安全事故．对于车辆非线性系统稳定性和分
岔的研究，国内外近年来开展了一些研究工作，甚

至涉及到混沌运动［５－７］．由于车辆系统在轨道上的
运行可用常微分方程系统来描述，因此研究该系统

非线性稳定性的最直观的办法是对描述系统的非

线性微分方程直接进行数值积分，根据积分曲线的

衰减与否来判断系统的稳定性．但是这种方法不但
要耗费大量的机时，并且不易找到系统的临界失稳

状态，因此直接数值积分方法的应用很有限．文献
［８］提出的将车辆速度视为时间慢变参数的做法，
应该可以说是该方法的一个很好扩展．

动力系统的稳定性与分岔理论是描述当系统

参数发生变化时，微分方程的解发生定性、突变的

理论，该理论以其理论上的深奥性和工程应用上的

实用性成为非线性动力学研究中最活跃、最前沿的

方向之一．通过对车辆系统进行稳定性和分岔分析
发现，车辆系统的稳定性通常具有图１所示的两种

形式，图中实线为稳定的极限环，虚线为不稳定的

极限环．Ｂ点对应的是 Ｈｏｐｆ分岔点，可通过求解并
判断线性化系统Ｊａｃｏｂｉ矩阵特征值的正负而得到，

图１　车辆系统分岔图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｙｓｔｅｍ

因此，Ｂ点对应的速度定义为线性临界速度．Ｅ点
为系统的鞍结分岔点，对应的速度为首次由零平衡

位置到出现极限环的速度，因而称为非线性临界速

度，通常，线性临界速度高于非线性临界速度．系统
是趋于极限环振动还是趋于平衡位置，与初始扰动

有关．在小的扰动作用下，逐渐提高车速，系统的振
动将会按ＡＢＣＤ（或ＡＢＢ’ＣＤ）路线进行，从平衡点
Ｂ（或极限环Ｂ’）跃变到极限环Ｃ；紧接着逐渐降低
车速时，系统的振动将沿 ＤＣＥＡ路线进行，从极限
环Ｅ跃变到平衡点 Ａ．在大的扰动下，系统可能会
首先出现Ｅ点的极限环振动，因此将此速度值作为
车辆的最终限速值．本文以一高速客车蛇行运动稳
定性问题［９，１０］为研究对象，利用 Ｋａｌｋｅｒ线性蠕
滑理论计算轮轨滚动接触蠕滑力，应用该方法进行



第３期 高学军等：高速客车蛇行运动稳定性与分岔研究

了分析计算，这一方法可以分析客车系统蛇行运动

稳定性与超高速情况下的分岔问题．

１　客车系统横向稳定性模型

以一个四轴客车横向稳定性模型［２，８］为应用

实例，建立其力学模型如图２所示．

图２　四轴客车横向稳定性模型
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客车系统考虑为一多刚体系统，由车体、前后

构架、４位轮对及一系和二系悬挂构成，假设系统
的垂向和横
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向振动是解耦的，则整个系统横向振动共有

１７个自由度，车辆系统的运动微分式方程组如式
（１）～（８）所示．

其中转向架运动微分方程（４）～（６）的取值为
ｉ（ｊ）＝１（１），２（３），轮对运动微分方程（７）（８）的取
值为ｉ（ｊ）＝１（１），２（１），３（２），４（２）．轮对运动方
程中或符号上部的运算用于前导轮对的运动方程

（ｉ＝１或３），而下部的运算符号则是用于跟随轮对
（ｉ＝２或４），这对于前构架（ｉ＝１）和后构架（ｉ＝２）
都一样．模型中各参数的含义及取值如表１所示．

令系统的广义坐标为：

Ｘ＝｛ｙｃ，ｃ，ψｃ，ｙｂ１ｙｂ２ｂ１，ｂ２，ψｂ１，ψｂ２，ｙｗ１，ｙｗ２，
ｙｗ３，ｙｗ４，ψｗ１，ψｗ２，ψｗ３，ψｗ４｝，则微分方程的矩阵形式
为：

［Ｍ］Ｘ
¨
＋［Ｃ］Ｘ

·

＋［Ｋ］Ｘ＝｛Ｐ｝ （９）
其中［Ｍ］、［Ｃ］、［Ｋ］、｛Ｐ｝分别是耦合系统的质量、
阻尼、刚度矩阵、载荷向量．

利用文献［１］提出的新型显式积分法或预测
－校正积分法可对式（１）～（８）的方程组进行逐步
求解，进而可得到某一运行速度下系统的位移、速

度、加速度随时间的变化情况．也就是说，系统的位
移可以表示为

３０２
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Ｘ＝Ｘ（ｔ，Ｖ） （１０）

表１　模型中各参数的含义及取值
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ｄｓ Ｓｅｍｉｓｐａｃｉｎｇｏｆｓｅｃｏｎｄａｒｙｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ／ｍ １．２１
ｈｂｐ Ｐｒｉｍａｒｙ－ｂｏｇｉｅｆｒａｍｅＣ．Ｇ．ｈｅｉｇｈｔ／ｍ ０．１４
ｈｂｓ Ｓｅｃｏｎｄａｒｙ－ｂｏｇｉｅｆｒａｍｅＣ．Ｇ．ｈｅｉｇｈｔ／ｍ －０．０８１
ｈｃｓ Ｓｅｃｏｎｄａｒｙ－ｃａｒｂｏｄｙＣ．Ｇ．ｈｅｉｇｈｔ／ｍ １．１４５
ｖ Ｆｏｒｗａｒｄｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｖｅｈｉｃｌｅ／（ｍ．ｓ－１）
λ Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｃｏｎｉｃｉｔｙｏｆｗｈｅｅｌ ０．０５
ε Ｃｏｎｔａｃｔｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｗｈｅｅｌ／ｒａｉｌ ０．０５

该平衡解与时间ｔ和车辆运行速度 Ｖ有关，对

一个确定的行车速度，即可得出其时间响应曲线，

根据曲线的衰减与否可以来判断系统的稳定性，这

是最直观的方法，但这种方法需要不断调整行车速

度去试算，不容易找到系统的临界失稳点．而动力

系统的稳定性与分岔理论则是将时间按周期来取

值，也就是确定了时间ｔ，因此可以得到系统位移随

行车速度的变化关系，即通常所说的分岔图．一般

情况下，行车速度较小时，系统稳态振动趋于零点

（即平衡位置），此时分岔图上为一个零位移点值，

若在某个速度下出现单个非零位移点值，表明系统

的响应不再衰减到平衡位置而是趋于稳定的极限

环时，此时的速度即为车辆系统非线性临界速度．

若在某一速度下出现了多个位移点值，则表明系统

解的拓扑结构开始发生改变，系统开始出现分岔，

可能会出现准周期，概周期甚至混沌等运动形式．

分岔方法避免了人为给定不同速度求响应的大量试

算工作，而且可以直观判断系统失稳的临界速度和

失稳后的振动形态，具有准确、方便和直观的优点．

２　轮轨力的计算

式（７）和式（８）中等号右边需要计算横移力及

力矩，有简化公式［２］得横移重力刚度和摇头重力刚

度分别为：

ｋｇ＝ＷＡ［０．５（δＬ－δＲ）＋］ （１１）

ｃｇ＝－ａψＷＡ［０．５（δＬ＋δＲ）］ （１２）

式中ＷＡ为平衡时的轮对重量，ａ为轨距之半，和

ψ是轮对的侧滚角位移和摇头角位移，δＬ，δＲ是左

右接触角．一般来说，δＬ，δＲ及都是轮对横移ｙ的

非线性函数，主要视轮轨型面和接触点位置而定．

对于锥形踏面和刀口状轨面来说，设λ为车轮有效

锥度，则有

０．５（δＬ－δＲ）＝０，０．５（δＬ＋δＲ）＝λ （１３ａｂ）

＝（λ／ａ）ｙ （１３ｃ）

式（７）（８）中，ｆ１１，ｆ２２，ｆ２３，ｆ３３分别为纵向，横向，横向

／旋转，自旋蠕滑系数．近似计算中可按Ｋａｌｋｅｒ线性

蠕滑理论进行计算，有

ｆ１１＝Ｇ（ａｂ）Ｃ１１，ｆ２２＝Ｇ（ａｂ）Ｃ２２ （１４ａｂ）

ｆ２３＝Ｇ（ａｂ）
３／２Ｃ２２，ｆ３３＝Ｇ（ａｂ）

２Ｃ１２ （１４ｃｄ）

式中Ｇ是轮轨材料的合成剪切模量，ａ、ｂ则是接触

椭圆的长半轴和短半轴，Ｃｉｊ是 Ｋａｌｋｅｒ系数，可由

Ｋａｌｋｅｒ所给的数表查出．

Ｋａｌｋｅｒ线性蠕滑理论只适用于小蠕滑和小自

旋的情形，即轮轨接触面主要是由粘着区控制的情

形，对于轮轨接触面可能存在大蠕滑、大自旋甚至

完全滑动的情况，可采用沈氏理论［１１］进行非线性

修正，使蠕滑力的计算可以广泛适用于任意蠕滑率

值和小自旋的情形，从而适应轮轨相互作用实际工

４０２
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况仿真计算．

式（７）中的轮缘力对车辆系统的振动影响很大，因

此要加以考虑．轮缘力一般用有死区的刚性弹簧来

模拟，即可表达为下面分段线性函数形式［５，７］

ＦＴ（ｕ）＝

ｋ０（ｕ－δ）　ｕ＞δ

０　　　　　　｜ｕ｜＜δ

ｋ０（ｕ＋δ）　ｕ＜－
{

δ

（１５）

式中δ为轮轨间隙．

３　数值模拟

车轮为锥形踏面，车轮与钢轨均视为同种材

料，弹性模量Ｅ＝２．０ｅ１１Ｐａ，泊松比γ＝０．３，接触椭

圆的长半轴和短半轴分别为 ａ＝６．５７８ｍｍ，ｂ＝３．

９３４ｍｍ，轮缘力中刚度系数 ｋ０＝１．４６ｅ７Ｎ／ｍ，轮缘

间隙δ＝９．１ｍｍ．利用新型显式积分法进行求解．基

于文献［８］的研究结果，即车辆系统出现蛇形失稳

后各刚体的运动具有相同形状的分岔和极限环曲

线，也就是说，在同一速度下各刚体的运动同时出

现Ｈｏｐｆ分岔和鞍结分岔，因此下面仅通过振动系统

某一个刚体（主要以第一位轮对为研究对象）的分岔

图、相轨线对车辆系统进行稳定性分析和判定．

图３给出了１轮对最大横向位移分岔图，也就

是车辆运行速度与１轮对最大横向位移的关系曲

线．从图中可看出，当车辆运行速度小于 ＶＢ＝１０９．

４ｍ／ｓ时，整个系统的振动最终衰减到平衡位置，系

统是全局渐近稳定的，鞍结分岔点Ｂ是车辆系统首

次出现极限环的位置，其所对应的速度即为车辆系

统的非线性临界速度．亚临界 Ｈｏｐｆ分岔点 Ａ（ＶＡ＝

１０９．６ｍ／ｓ）处系统有一对纯虚特征根存在，而其余

特征根实部为负，此速度即为车辆系统的线性临界

速度且稍稍大于ＶＢ．此后１轮对最大横向位移随运

行速度的增加而逐渐增大，直到在点Ｃ（ＶＣ＝３５８ｍ／

ｓ）后发生非极限环振动（可能是准周期、概周期或者

混沌运动）．由于车辆系统的稳定性是指平稳点的稳

定性，一般不包括极限环的稳定性，因此，非线性临

界速度ＶＢ即为车辆系统的最高限速值．

图３　１轮对最大横向位移分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｔｈｅｌａｒｇｅｓｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

图４　１轮对分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

为了更为详细的了解速度超过ＶＣ后系统的振

动情况，图４给出了１轮对在速度３５０～５００ｍ／ｓ范

围内的分岔图．从图中可清晰的看出，当速度小于

ＶＣ时，１轮对作周期 －３运动，这从图５（ａ）中行车

速度为３５８ｍ／ｓ时１轮对横向振动周期 －３的相轨

线中也可反映出来．图５中三个图横坐标单位都为

ｍｍ，纵坐标都为 ｍ／ｓ．当速度大于 ＶＣ而又小于 ＶＥ

时，从分岔图上不能确切区分出系统作准周期运动

还是混沌运动．因此有必要辅以其它图形进行分析．

图５（ｂ）（ｃ）分别给出了行车速度为３６５ｍ／ｓ和

３８０ｍ／ｓ时１轮对横向振动相轨线图．从图中可看

出（ｂ）图是准周期相轨线图，表明当行车速度大于

ＶＣ而又小于ＶＤ（ＶＤ＝３７８ｍ／ｓ）时，１轮对作准周期

运动．图（ｃ）是混沌相轨线图，为了确定系统是否

处于混沌运动状态，图６还给出了速度为３８０ｍ／ｓ

时三个最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图，从图中可看出，最大

的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是０．００８９８０１８且大于０，说明当

速度大于ＶＤ而又小于ＶＥ（ＶＥ＝４１０．５ｍ／ｓ）时，１轮

５０２
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对确实处于混沌运动状态．当速度大于 ＶＥ后，１轮

对横向振动位移则以更高的振幅重新开始作周期

－３运动，系统处于新的稳定运行状态，如果行车

速度继续增加，后面极有可能观察到新的周期－准

周期－混沌运动状态，这里就不再过多描述．

图５　三种不同速度下１轮对相轨线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔａｔｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图６　三个最大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｔｈｒｅｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

４　结论

本文应用动力系统的稳定性与分岔理论，以一

高速客车系统的横向稳定性问题为研究对象，对该

模型的横向稳定性与分岔进行了研究．数值结果表

明，当车辆运行速度较小时，整个系统处于稳定运

行状态，各刚体的相轨线是一个奇点，在分岔图上

是一个零位移点值．当车辆运行速度达到临界速度

时，系统开始作等幅周期振动，各刚体的相轨线均

为一从奇点分岔出来的孤立闭曲线（极限环，代表

一种由系统本身决定的，与初始条件无关的周期运

动，这种周期运动是由系统本身决定的，初始条件

的变化，或者初始条件在一定范围内的变化并不影

响系统最后趋近于这种周期运动），不同的刚体有

着不同的极限环幅值和相位．如果车辆运行速度继

续增加，则各刚体的振动位移变得越来越大而最终

开始出现分岔并伴有混沌运动状态，这对车辆系统

的操纵和控制是极为不利的，车辆因此极有可能发

生安全事故，因此在设计车辆走行部时，必须使车

辆非线性临界速度高出车辆的构造速度，并且有足

够的裕度．
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