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受力螺旋作用的非圆截面弹性直杆的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性

薛纭１　陈立群２

（１．上海应用技术学院机械与自动化工程学院，上海　２００２３５）（２．上海大学力学系，上海　２００４４４）

摘要　基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟思想，研究非圆截面压扭弹性细直杆的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定问题．用 Ｃａｒｄａｎｏ角

表示截面的姿态，根据Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程建立杆的平衡微分方程，得到了两端受力螺旋作用时的直线平衡特解，

导出了具有周期系数的线性化扰动方程，其周期与扭矩和杆长成正比，与抗扭刚度成反比，圆截面情形为其

特例．用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论讨论了其Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性，算例表明对于给定的弹性杆，扭矩和压力对稳定是有利的，

而拉力是不稳定的主要因素．

关键词　压扭变形，　弹性细杆，　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程，　直杆，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性，　Ｆｌｏｑｕｅｔ理论

引 言

受压弹性杆直线平衡的稳定性研究具有悠久

的历史，最早可追溯到 ＤａｎｉｅｌＢｅｒｎｏｕｌｌｉ和 Ｅｕｌｅｒ
（１７３０）．Ｅｕｌｅｒ建立的细长压杆的稳定性理论在现
代工程技术中得到广泛的应用，稳定性已成为衡量

压杆承载能力的重要指标之一．除受压外，两端还
受沿轴线作用的力偶，从而形成力螺旋作用，杆将

发生压扭变形，其稳定问题具有重要的工程背景，

如钻杆、大型空间结构上的可盘绕折叠的空间伸展

臂等．１８８３年，Ａ．Ｇ．Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ导出了圆截面弹性
细杆两端为铰支时力螺旋临界值的计算公式［１、２］：

Ｍ２０
４Ａ＋Ｆ０

π２Ａ
ｌ２

（１）

称为Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式，其中 Ａ为抗弯刚度．上世纪７０
年代以来，作为ＤＮＡ的力学模型，弹性细杆力学重
新受到关注［３］．刘延柱教授领导的课题组在国家自
然科学基金资助下，对弹性细杆的平衡和稳定性展

开了系统的研究［４－１１］，基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟思
想，提出了弹性细杆的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性概念，并讨
论了与 Ｅｕｌｅｒ稳定性的关系．弹性细杆的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性是研究起始值对杆的平衡位形的影响，应用

背景为一类植物的茎、根或杆状的细菌［１２］，其平衡

位形为常微分方程的初值问题的解。本文研究非圆

截面弹性细杆在力螺旋作用下直线平衡状态的Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定问题．导出Ｋｉｒｃｈｈｏｈｈ方程的直线平衡特

解，其线性化扰动方程具有周期系数．在给定力学参
数下，根据Ｆｌｏｑｕｔｅ理论讨论其Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性．

１　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

用Ｃａｒｄａｎｏ角表示截面的姿态［６，１３］．设Ｏ－ζηζ为
惯性参照系，在弹性杆横截面的形心ｐ建立ｐ－ζηζ坐
标系，此坐标系依次绕轴ξ，ｙ１，ｚ２转过α，β，γ角：

图１　截面姿态的Ｃａｒｄａｎｏ角表示

Ｆｉｇ．１　Ｃａｒｄａｎｏａｎｇｌｅｓｏｆａｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｄ

ｐ－ζηζ→
ξ，αｐ－ｘ１ｙ１ｚ１→

ｙ１，βｐ－ｘ２ｙ２ｚ２→
ｚ２，γｐ－ｘ３ｙ３ｚ３

其中ｐ－ｘ３ｙ３ｚ３为截面的主轴坐标系，单位基矢量
为ｅ１，ｅ２，ｅ３，其中 ｅ３为截面的外法矢，亦即是中心
线的切线轴，如图１所示，转动矩阵依次为Ｓ１０，Ｓ２１，

Ｓ３２．Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ假定要求
［２］

ｒ′＝ｅ３ （２）

其中ｒ →＝Ｏｐ，在 Ｏ－ζηζ中的坐标阵为 ｒ— ＝（ζη

ζ）Ｔ，撇号表示对弧坐标ｓ的导数．
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设截面的主矩Ｍ和弯扭度ω满足线弹性本构
关系

Ｍ
—
＝Ｂω— （３）

式中
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
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＝
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ｓｉｎβ
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
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
０ １
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γ


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




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这里Ｍｉ、ωｉ为Ｍ和ω依次沿主轴ｐ－ｘ３，ｙ３，ｚ３的分
量；Ｂ１，Ｂ２为截面对ｐ－ｘ３，ｙ３轴的抗弯刚度，Ｂ３为抗
扭刚度．式（１）中我们假定原始弹性杆是直的且无扭．
建立弹性杆的平衡微分方程，即Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程［２］：

ｄ（Ｓ２３Ｍ—）
ｄｓ ＋ω

～

－
Ｓ２３Ｍ— ＋珓ｅ—３Ｆ— ＝０— （４）

ｄＦ
—

ｄｓ＋ω
～

－
Ｆ
—
＝０
—

（５）

其中ω—
为 ｐ－ｘ２ｙ２ｚ２关于弧坐标的角速度 ω—

 ＝

ω— γ＝０
γ′＝０
，而ω

～

－
为其反对称方阵，珓ｅ

—３为 ｅ—３的反对称

方阵，Ｆ
—
为截面主矢在 ｐ－ｘ２ｙ２ｚ２中的坐标阵．式

（２）、（４）和（５）共９个方程关于变量 ξ，η，ζ，α，β，

γ，Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３封闭．

２　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的直杆特解及其扰动方程

方程组（２）、（４）和（５）存在特解

αｓ＝βｓ＝０，γｓ＝
Ｍ０
Ｂ３
ｓ，Ｆ１ｓ＝Ｆ２ｓ＝０，Ｆ３ｓ＝－Ｆ０ （６）

其中Ｆ０，Ｍ０为沿轴线作用于杆两端的力（左）螺旋．
式（６）对应于杆的直线平衡状态，中心线方程为：

ξｓ＝ηｓ＝０，ζｓ＝ｓ （７）
定义扰动量ｘｉ，（ｉ＝１…９）：

ｘ１＝α－αｓ，ｘ２＝β－βｓ，ｘ３＝γ－γｓ＝γ－
Ｍ０
Ｂ３
ｓ

Ｘ３＋ｊ＝Ｆｊ－Ｆｊｓ，（ｊ＝１，２，３）
ｘ７＝ξ－ξｓ，ｘ８＝η－ηｓ，ｘ９＝ζ－ζｓ （８）

将（８）代入式（４）、（３）和（１），略去二阶微量，导出
线性化扰动方程

ａ２ｘ
＂＋ａ１ｘ

′＋Ｆ０ｘ＋ａ＝０—，ｘ
＂
３＝０ （９）

－Ｆ０ｘ２＋ｘ４＝Ｃ１，Ｆ０ｘ１＋ｘ５＝Ｃ２，ｘ
＂
６＝０ （１０）

ｘ′７＝ｘ２，ｘ
′
８＝－ｘ１，ｘ

′
９＝０ （１１）

其中
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．

这里ｋ＝Ｍ０／Ｂ３，Ｃ１，Ｃ２为积分常数．显然，解（６）的
Ｅｕｌｅｒ稳定性取决于式（９．１）的边值问题是否存在
非零解．本文研究其 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性．将式（９．１）
写作标准形式

ｙ′＝Ａｙ＋Ａ０ （１２）
式中

ｙ＝
ｘ

ｘ( )′，Ａ＝ ０２×２ Ｅ２×２
ａ１２Ｆ０ ａ１２ａ







１
，Ａ０＝

０２×１
ａ１２( )ａ

其中Ａ的周期为Ｔ＝π／ｋ．引进无量纲参数

ｓ－＝ｓＬ，σ＝
Ｂ１－Ｂ２
Ｂ１

，μ＝
Ｂ３
Ｂ１
，ｆ０＝

Ｆ０Ｌ
２

Ｂ１
，ｍ０＝

ｍ０Ｌ
Ｂ３
（１３）

将式（１２）无量纲化，注意到稳定性由齐次部分决
定，化作

ｚ＝Ｂｚ （１４）
其中点号表示对无量纲弧坐标的导数，

ｚ＝
ｘ

ｘ′( )／Ｌ，Ｂ＝
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
ｂ１ ｂ２ ｂ４ －ｂ５－ｂ６
ｂ２ ｂ３ ｂ５－ｂ６ －ｂ













４

这里，

ｂ１＝－
ｆ０（１－σｃｏｓ

２珚ｍ０珋ｓ）
１－σ

，ｂ２＝
ｆ０σｓｉｎ２珚ｍ０珋ｓ
２（１－σ）

，

ｂ３＝
ｆ０（１σｓｉｎ

２珚ｍ０珋ｓ）
１－σ

，ｂ４＝
珚ｍ０σ（２σμ）ｓｉｎ珚ｍ０珋ｓ

２（１－σ）
，

ｂ５＝
珚ｍ０（２μμσσ

２）

２（１－σ）
，ｂ６＝

珚ｍ０σ（２μσ）ｃｏｓ珚ｍ０珋ｓ
２（１－σ）

．

系数矩阵 Ｂ的周期为 Ｔ＝２π／珚ｍ０．当 σ＝０时为圆
截面情形，此时Ｂ为常值矩阵．

９９１
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３　稳定性计算

求解方程（６）的稳定性转化为方程（１４）的稳
定性问题．式（１４）是周期系数的线性齐次常微分
方程，可以用 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论讨论其 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定
性［１３－１４］，由初值问题

Ｚ
·

＝ＢＺ，Ｚ（０）＝Ｅ４ （１５）
通过数值计算求得Ｚ（Ｔ），这里Ｚ（ｓ）为方程（１５）的
基解矩阵，Ｅ４为单位矩阵．稳定性取决于特征方程

｜Ｚ（Ｔ）－λＥ｜＝０ （１６）
的根，于是根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ定理的七条准则可以判定
弹性杆直线平衡状态（６）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性．

算例：在给定参数 σ＝０．１５，μ＝０．７５下，计算
不同的力参数珚ｍ０，ｆ０下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性．
１）珚ｍ０＝１．５，ｆ０＝１０．周期为 Ｔ＝４．１８８８，由式

（１５）解得

　Ｚ（Ｔ）＝

０．０６０７ ０．２１５２ ０．２４５４ ０．１６０５
０．１９３１ ０．１１１０ ０．１８８８ ０．２３４３
２．４８７１ １．６３０９ ０．２７３１ ０．０９９５
２．１４５９ ２．７２３５ ０．０７１６ ０．











１０１４

由式（１６）解得特征根为
λ１，２＝－０．６６８３±０．７４３９ｉ，
λ３，４＝０．５０６２±０．８６２４ｉ

其模皆为１，且均为单根，所以，系统式（１２）是稳定
的，但不是渐进稳定的［１４］．进一步计算也表明压扭
状态是稳定的，这和文献［６］结果一致．
２）珚ｍ０＝２０，ｆ０＝０．周期为 Ｔ＝０．３１４２，由式

（１５）解得

Ｚ（Ｔ）＝

１ ０ －０．０８５６ －０．０２９８
０ １ ０．０３５１ －０．０３４２
０ ０ ０．４７３５ ０．５１３６
０ ０ －１．５１０６ ０．


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由式（１６）解得特征根为
λ１，２＝０．４７３５±０．８８０８ｉ，λ３，４＝１．０

其模皆为１，且均为单根，所以，系统式（１２）是稳定
的，但不是渐进稳定的［１４］．进一步计算表明受扭
状态是稳定的．
３）珚ｍ０＝１．５，ｆ０＝－３．０．周期为 Ｔ＝４．１８８８，由

式（１５）解得

　Ｚ（Ｔ）＝

０．７１０５ ２．２６６９ ３．５７０２ １．７８０８
２．１２０４ ０．６５３４ ２．０９５１ ２．６６６９
０．８５１３ ０．５４２８ １．６４６５ １．１９７９
０．７１４２ １．１６１０ ２．０５８４ １．
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由式（１６）解得特征根为

λ１，２＝－０．９２６７±０．３７５７ｉ，

λ３，４＝－０．０６６４±０．９９７８ｉ
其模皆为１，且均为单根，所以是稳定的，但不是渐
进稳定的［１４］．这表明拉扭状态也可能是稳定的，
此时，扭矩是对稳定有利．
４）珚ｍ０＝１．５，ｆ０＝－３．５．周期为 Ｔ＝４．１８８８，由

式（１５）解得

　Ｚ（Ｔ）＝

０．５５５２ ２．８５７２ ４．１３３５ ２．１０６６
２．６８２４ ０．４７６４ ２．４７８３ ３．１９２６
１．１８４５ ０．７４９１ ２．２３２８ １．３１１７
０．９８５７ １．５７６９ ２．１０９４ ２．


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



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

３１１７

由式（１６）解得特征根为

λ１，２＝－１．１１１８±０．６９８９９ｉ，

λ３，４＝－０．０６６４±０．４０５３ｉ
其模｜λ１，２｜＝１．３＞１，＝｜λ３，４｜＝０．７６１５，所以，系统

式（１２）在给定参数下是不稳定的［１４］．进一步计算
也表明拉力对稳定是不利的，这和文献［６］结果一
致．

４　结语

值得指出，以上讨论的弹性细杆平衡的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性，是基于所谓“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟”
思想，不能用Ｅｕｌｅｒ稳定性的概念去理解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性．通常情况下，扭矩和压力对稳定是有利
的，而拉力是不稳定的主要因素．
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