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α方法在非完整力学系统数值积分中的应用

马秀腾　陈立平　张云清
（华中科技大学ＣＡＤ中心，武汉　４３００７４）

摘要　将源于直接积分方法的广义 －α法和 α－ＲＡＴＴＬＥ法应用到非完整力学系统动力学方程数值积分

中，直接求解指标－２的微分－代数方程（ＤＡＥｓ），这两种方法的质量矩阵可以是常量，也可以与广义坐标相

关．最后，文中通过一个非完整力学系统：Ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ模型，对这两种方法进行了验证，并且与 ＤＡＳＳＬ算法包

的结果进行了比较．

关键词　非完整约束，　微分－代数方程（ＤＡＥｓ），　广义－α法，　α－ＲＡＴＴＬＥ法

引 言

力学系统所受的约束一般可分为完整约束和

非完整约束．完整约束是指几何约束和可积分的微
分约束；非完整约束是指不可积分的微分约

束［１，２］．带有非完整约束的力学系统称为非完整力
学系统．非完整力学在机器人领域，特别是机器人
运动和机器人抓取中有重要的应用［１，３，４］．

受约束的力学系统动力学模型一般可用微分

－代数方程（ＤＡＥｓ）来描述，如果系统仅仅受完整
约束，则其动力学模型的方程可表示为指标 －３的
ＤＡＥｓ［５］．如果系统仅仅受非完整约束，则其动力学
模型的方程可表示为指标 －２的 ＤＡＥｓ；如果系统
既受完整约束，又受非完整约束，则可表示为指标

－３的ＤＡＥｓ［３］．从１９８０年代以来 ＤＡＥｓ的数值积
分算法一直是研究的热点［５，６］，也是计算多体系统

动力学研究的主要内容之一［７］．
自１９５９年Ｎｅｗｍａｒｋ方法［８］提出以来，直接积

分方法在结构动力学数值积分中有着广泛的应

用［９］．直接积分法还包括 Ｎｅｗｍａｒｋ方法推广得到
的广义－α法、Ｗｉｌｓｏｎ－θ法、ＷＢＺ－α和 ＨＨＴ－α
法等［１０］．结构动力学中，其求解的主要是不带约束
的运动学方程，一般情况是二阶常微分方程

（ＯＤＥｓ）的数值解，这些方法的研究已经比较透彻．
Ｇｅｒａｄｉｎ和Ｃａｒｄｏｎａ［１１］首先将直接积分方法中

的Ｎｅｗｍａｒｋ方法和 ＨＨＴ－α方法推广到数值求解
受完整约束力学系统动力学方程，也就是求解指标

－３的 ＤＡＥｓ．最近，Ｌｕｎｋ和 Ｓｉｍｅｏｎ［１２］将广义 －α
方法的数值求解对象推广到带完整约束的力学系

统，提出了 α－ＲＡＴＴＬＥ方法［１２］，其求解的是降指

标的受完整约束的力学系统的动力学方程（指标－
２），但此方法要求动力学方程的质量矩阵是常量；
Ｊａｙ和Ｎｅｇｒｕｔ［１３］将 ＨＨＴ－α方法的数值求解对象
推广到约束力学系统，包括降指标的带完整约束的

力学系统动力学方程（指标 －２）和仅受非完整约
束的非完整力学系统的动力学方程（指标－２）．

本文首先将广义 －α法应用到非完整约束力
学系统，直接求解指标 －２的 ＤＡＥｓ．其次，参考
ＨＨＴ－α方法在非完整力学系统数值积分中的应
用，将 α－ＲＡＴＴＬＥ法应用到非完整约束力学系
统，求解指标－２的ＤＡＥｓ，这两种方法的质量矩阵
可以是常量，也可以与广义坐标相关，推广了 α方
法的应用范围．

最后，文中将这两种算法的结果与经典的

ＤＡＥｓ数值求解算法包 ＤＡＳＳＬ［５］的结果进行了比
较．ＤＡＳＳＬ求解的是用哑导方法［１４］降指标的仅受

非完整约束的非完整力学系统动力学方程（指标－
１）．

１　问题描述

本文研究仅受非完整约束，而不受纯完整约束

的非完整力学系统．从 ＤＡＥｓ的角度描述这类非完
整力学系统，其动力学方程可以表示为［４］：

Ｍ（ｑ）̈ｑ＋ΨＴｑ（ｑ，ｑ，ｔ）λ＝ｆ（ｑ，ｑ，ｔ）　Ψ（ｑ，ｑ，ｔ）＝０
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此方程是具有指标 －２的 ＤＡＥｓ［３，５］．在经典力
学领域，所研究的非完整约束主要是形如Φ（ｑ，ｔ）ｑ
＝０的形式，也就是说非完整约束 Ψ（ｑ，ｑ，ｔ）可以
表示成ｑ的线性组合［１５］，动力学方程为

Ｍ（ｑ）̈ｑ＋ΦＴ（ｑ，ｔ）λ＝ｆ（ｑ，ｑ，ｔ）　Φ（ｑ，ｔ）ｑ＝０
这也是本文研究的非完整系统的数学模型．

２　广义－α方法

分别令，

ｆｎ＋１：＝ｆ（ｑｎ＋１，ｑｎ＋１，ｔｎ＋１），Ｍｎ＋１：＝Ｍ（ｑｎ＋１）

Ｆ：＝ｆ（ｑ，ｑ，ｔ）－ΦＴ（ｑ，ｔ）λ，Ｍｎ：＝Ｍ（ｑｎ）
Ｆｎ＋１：＝Ｆ（ｑｎ＋１，ｑｎ＋１，λｎ＋１，ｔｎ＋１）

Ｆｎ＋１：＝ｆｎ＋１－Φ
Ｔ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）λｎ＋１

由广义α方法可得，离散的动力学方程可表示为：

Ｍ１＋ｎａ１＋ｎ＋
αｍ
１－αｍ

Ｍｎａｎ＝
１－αｆ
１－αｍ

Ｆｎ＋１＋
αｆ
１－αｍ

Ｆｎ

０＝Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１
其中

ｑｎ＋１＝ｑｎ＋ｈｑｎ＋
１
２ｈ

２（（１－２β）ａｎ＋２βａｎ＋１）

ｑｎ＋１＝ｑｎ＋ｈ（（１－γ）ａｎ＋γａｎ＋１）
离散方程中ａｎ的初始值由

Ｍｎａｎ＝（１－α）Ｆｎ＋αＦｎ＋１
给出［１２］．式中

α＝αｍ －αｆ，αｆ＝ρ∞／（１＋ρ∞），αｍ ＝（２ρ∞ －
１）／（１＋ρ∞），ρ∞为无穷远处的谱半径，ρ∞∈［０，

１］．α＝（ρ∞１）／（ρ∞ ＋１），β＝（１α）
２／４，γ＝１／２α．

当ρ∞ ＝０时表示高频响应将被渐近零化，其等价于
Ｌ－稳定，此时算法的数值耗散最大；当 ρ∞ ＝１时

表示算法无数值耗散［１２，１６］．
采用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ法求解离散的动力学

方程，得：

Ｊ
Δａ( )Δλ

（ｋ）

＝
－ｅ１
－ｅ( )

２

（ｋ）

其中Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵Ｊ为

Ｍ
～ １－αｆ

１－αｍ
ΦＴ

（Φｑ）ｑβｈ
２＋Φγｈ









０

Ｍ
～
＝Ｍ＋（Ｍａ）ｑβｈ

２－
１－αｆ
１－αｍ

（Ｆｑβｈ
２＋Ｆｑγｈ）

ｅ１＝Ｍ１＋ｎａ１＋ｎ＋
αｍ
１－αｍ

Ｍｎａｎ－

　
１－αｆ
１－αｍ

Ｆｎ＋１－
αｆ
１－αｍ

Ｆｎ

ｅ２＝Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１
对于质量矩阵是常数的情况，（Ｍａ）ｑ＝０，如果

质量矩阵与广义坐标 ｑ相关，计算（Ｍａ）ｑ时，可以
通过近似替换

ＭａＭ（ｑｎ＋ｈｑｎ）ａｎ＋１
来避免（Ｍａ）ｑ的计算，降低计算复杂性．

为了改善 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的条件数，避免矩阵奇
异，根据缩放的思想［１７，１８］，将与运动约束相关的非线

性方程两边同乘以１／ｈ，最后离散的动力学方程为：

Ｍ１＋ｎａ１＋ｎ＋
αｍ
１αｍ

Ｍｎａｎ
１αｆ
１αｍ

Ｆｎ＋１
αｆ
１αｍ

Ｆｎ＝０

Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１／ｈ＝０
采用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ法求解此非线性方程

组得：

Ｊ′
Δａ( )Δλ

（ｋ）

＝
－ｅ１
－ｅ′( )

２

（ｋ）

其中Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵Ｊ′为，

Ｍ
～′ １－αｆ

１－αｍ
ΦＴ

（Φｑ）ｑβ＋Φγ









０

Ｍ
～′＝Ｍ（ｑｎ＋ｈｑｎ）－

１－αｆ
１－αｍ

（Ｆｑβｈ
２＋Ｆｑγｈ）

ｅ′２＝
１
ｈΦ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１

３　α－ＲＡＴＴＬＥ方法

参考ＨＨＴ－α方法在非完整约束系统中的应
用［１３］，将 α－ＲＡＴＴＬＥ方法［１２］推广到数值求解非

完整系统动力学方程中，离散的动力学方程可表示

为：

Ｍ１＋ｎａ１＋ｎ＋
αｍ
１－αｍ

Ｍｎａｎ＝
１－αｆ
１－αｍ

ｆｎ＋１＋
αｆ
１－αｍ

ｆｎ

０＝Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１
其中

ｑｎ＋１＝ｑｎ＋ｈｑｎ＋
１
２ｈ

２（（１２β）ａｎ＋２βａｎ＋１）＋

１
２ｈ

２Ｒ１／２

ｑｎ＋１＝ｑｎ＋ｈ（（１－γ）ａｎ＋γａｎ＋１）＋ｈＲ１／２

Ｒ１／２＝Ｍ
１（ｑｎ＋

ｈ
２ｑｎ）Φ

Ｔ（ｑｎ＋
ｈ
２ｑｎ，ｔｎ＋

ｈ
２）λｎ＋１

４９１
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ａｎ的初始值的获取以及 αｍ、αｆ、α、β，γ的取值
与广义－α方法的取值完全相同．与广义 －α方法
类似，此方法也可以采用缩放的思想，将非完整约

束的方程变为

１
ｈΦ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１＝０

最后离散的动力学方程可写为：

Ｍｎ＋１ａｎ＋１＋
αｍ
１－αｍ

Ｍｎａｎ＝
１－αｆ
１－αｍ

ｆｎ＋１＋
αｆ
１－αｍ

ｆｎ

１
ｈΦ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）ｑｎ＋１＝０

数值求解此离散的动力学方程的过程以及质量矩

阵的处理与广义－α方法的完全相同．

４　数值算例

图１为 Ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ的简化模型［１９］．其中板的
质量为ｍ，转动惯量为 Ｊ，转动体的转动惯量是 Ｊｒ，
轮子（假设前后轮完全相同）的转动惯量是 Ｊｗ，从
板的质心到轮的距离为Ｌ，加在板的质心的力是Ｆ，
方向平行于板的轴线方向，Ｆ＝（Ｆｘ，Ｆｙ），加在轮子
和板之间扭簧的刚度为 ｋｗ，转动体和板之间扭簧
的刚度为ｋｒ，其动力学方程为：

ｍ ０ ０ ０ ０ ０
０ ｍ ０ ０ ０ ０
０ ０ Ｊ＋Ｊｒ＋２Ｊｗ Ｊｒ Ｊｗ Ｊｗ
０ ０ Ｊｒ Ｊｒ ０ ０

０ ０ Ｊｗ ０ Ｊｗ ０

０ ０ Ｊｗ ０ ０ Ｊ



















ｗ

ｘ̈
ｙ̈

θ
¨

φ
¨


¨

ｂ


¨






















ｆ

＋

－ｓｉｎ（ｂ＋θ） －ｓｉｎ（ｆ＋θ）

ｃｏｓ（ｂ＋θ） ｃｏｓ（ｆ＋θ）

Ｌｃｏｓｂ Ｌｃｏｓｆ
０ ０
０ ０



















０ ０

λ１
λ( )
２

＝

Ｆｃｏｓθ
Ｆｓｉｎθ
０
－ｋｒφ

－ｋｗｂ
－ｋｗ



















ｆ

非完整约束的约束方程为：

－ｓｉｎ（ｂ＋θ）ｘ＋ｃｏｓ（ｂ＋θ）ｙ－Ｌｃｏｓｂθ
·

＝０

－ｓｉｎ（ｆ＋θ）ｘ＋ｃｏｓ（ｆ＋θ）ｙ－Ｌｃｏｓｆθ
·

＝０

模型参数分别为 ｍ＝６ｋｇ，Ｊ＝０．０１６ｋｇ．ｍ２，Ｊｒ
＝０．０７２ｋｇ．ｍ２，Ｊｗ＝０．００１３ｋｇ．ｍ

２，Ｌ＝０．２ｍ，Ｆ＝
２０Ｎ，ｋｒ＝１Ｎ．ｍ／ｒａｄ，ｋｗ＝０．１Ｎ．ｍ／ｒａｄ，

图１　Ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ简化模型

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅＳｎａｋｅｂｏａｒｄ

系统初始值为ｘ＝ｙ＝θ＝ｂ＝０，ψ＝０．２ｒａｄ，ｆ
＝π／３ｒａｄ．取ρ∞ ＝３／７，则αｍ＝－０．１，αｆ＝０．３，α＝
－０．４，β＝０．４９，γ＝０．９，分别采用广义 －α方法和

α－ＲＡＴＴＬＥ方法求解此方程，并与经典的 ＤＡＥｓ
数值求解算法包 ＤＡＳＳＬ的结果进行比较．ＤＡＳＳＬ
算法包只能求解指标－１的ＤＡＥｓ和（刚性）ＯＤＥｓ，
本文采用哑导［１４］的方法将 ＤＡＥｓ的指标从２降为
１，然后用ＤＡＳＳＬ算法包求解．

Ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ模型板的质心处横坐标 ｘ、ｙ和轴
线与ｘ轴夹角θ随时间变化的曲线分别如图２、图
３和图４所示．

图２　坐标ｘ随时间变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｘ

图３　坐标ｙ随时间变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｙ

数值仿真结果表明，广义 －α方法的求解结果
与ＤＡＳＳＬ算法包求解的结果非常接近，α－ＲＡＴＴＬＥ
方法在仿真初期与 ＤＡＳＳＬ算法包的结果以及广义
－α的结果几乎重合，但随着时间的推移，仿真结

５９１
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果相差较大．

图４　θ随时间变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆθ

图５　广义－α方法的违约曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｄｒｉｆｔ－ｏｆｆｃｕｒｖｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ－α

图６　α－ＲＡＴＴＬＥ方法的违约曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｄｒｉｆｔ－ｏｆｆｃｕｒｖｅｏｆα－ＲＡＴＴＬＥ

图７　ＤＡＳＳＬ算法包求解得到的违约曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｄｒｉｆｔ－ｏｆｆｃｕｒｖｅｏｆＤＡＳＳＬｓｏｌｖｅｒ

约束方程的违约［５］现象在数值求解ＤＡＥｓ过程
中普遍存在，以第一个非完整约束的约束方程为例，

图５、图６和图７分别给出广义α方法、αＲＡＴＴＬＥ
方法和经典ＤＡＳＳＬ算法包求解得到的违约曲线．

结果表明，广义α方法方法的违约量最小，数
量级是 １０－１５，αＲＡＴＴＬＥ法违约量的数量级是
１０－２，哑导方法降为指标 －１后，采用 ＤＡＳＳＬ算法
包求解违约量的数量级是１０－３．

５　总结

首先将广义α法应用到非完整力学系统的动
力学方程的数值积分中，直接求解指标２的ＤＡＥｓ，
其次，参考 ＨＨＴα方法在非完整力学系统数值积
分中的应用，将αＲＡＴＴＬＥ法应用到非完整力学系
统，求解指标２的 ＤＡＥｓ，同时广义α法和 αＲＡＴ
ＴＬＥ方法所求解的非完整力学系统动力学方程的
质量矩阵可以是常量，也可以与广义坐标相关．最
后通过算例，将α方法的结果与经典的 ＤＡＥｓ数值
求解算法包ＤＡＳＳＬ的结果进行了比较．

α方法中的 α∈［－１，０］，改变 α的大小可以
控制数值耗散的大小．因此，从能量角度研究 α方
法在约束力学系统中的应用将是本文后继的工作．
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