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摘要　根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和假设模态离散化，建立了柔性梁绕定点旋转过程的动力学模型，并通过假设模

态法对方程进行了离散处理．在此基础上，基于中心差分法的计算原理，提出了柔性梁动力学方程的子循环

计算公式，分别建立了其同步更新格式和子步更新格式，在子循环积分过程中，通过步长修正保证了计算的

精度和稳定性．计算结果表明：所提出的算法能在保持合适的精度要求下，有效地提高响应的计算效率，并

且通过积分步长的修正可以提高计算稳定性，有效地处理了方程的刚性问题．
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引 言

近几十年来，柔性多体系统动力学（ＦＭＤ）的
研究得到了人们的普遍关注，该学科在航空航天、

机器人、车辆技术等许多领域均具有强烈的应用背

景．研究的兴趣包括理论建模和控制技术两个方
面，研究成果主要包括：（１）、建模原理和方法；
（２）、数值计算及主动控制；（３）、试验及计算校验．

ＦＭＤ模型一般是一组非线性、时变和强耦合
的微分或微分－代数方程，通常不易得到精确的解
析解，一般的处理方法是对系统方程进行离散化，

将无限自由度的连续系统离散化为有限自由度的

离散系统，通过计算机进行数值积分得到系统的近

似解［１］．
ＦＭＤ数值计算中主要存在两个问题，首先，大

范围运动变量与高频弹性变形变量的共存造成数

值病态（Ｓｔｉｆｆｏｒｉｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）．另外，由于方程系数
矩阵的时变性和非线性，初始条件或参数的摄动很

容易导致仿真结果的较大偏差甚至发散．
目前，针对上述问题的理论研究进展不大，在

仿真时大多是采用传统的数值积分方法，如普遍应

用于多体系统动力学软件中的 Ｎｅｗｍａｒｋ算法、
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法以及Ｇｅａｒ算法等［２～４］．

为了提高 ＦＭＤ计算效率，人们尝试了多种相
关技术的研究，包括单向递推集建模计算［５８］，计算

机符号运算［９１０］，自适应网格技术［１１］以及并行计

算方法［１２１３］等．上述技术均能有效提高 ＦＭＤ计算
效率，并已逐步嵌入商用动力学软件中（如 Ｒｅｃｕｒ
Ｄｙｎ），拓展了多体动力学软件的应用范围．
１９７８年，Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ［１４］等首次提出子循环算法

（ｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇ），基本原理是根据有限单元的网格大
小或刚度进行区域划分，对不同的区域采用不同时

间步长（主时域大步长，子时域小步长）进行数值

积分．该类算法能够在保持适当计算精度的前提下
有效提高计算效率．Ｍａｒｋ［１５］等采用该算法进行过
冲击问题仿真计算，计算时间只有原算法的１５％；
高晖［１６］等将该方法用于汽车白车身的碰撞过程分

析，计算耗时只有原算法的３９．３％，实践证明该算
法能有效提高常微分方程尤其是刚性微分方程的

计算效率．除了在结构有限元动力分析中得到应用
之外，子循环算法还被引用到其他学科的计算领

域，郑阳明［１７，１８］等人曾尝试采用该类算法进行微

波电路的分析计算，在保持适当精度的前提下使计

算效率提高近一倍．
Ｗａｓｆｙ［１９］等指出，如果能应用子循环方法进行

ＦＭＤ问题计算，将可能大幅度提高其计算效率，然
而迄今为止，适用于 ＦＭＤ计算的子循环算法尚未
见报道．

本文第二节根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和假设模态离
散化方法，建立柔性梁绕定点旋转过程中的变形位

移场一阶完备的一次近似耦合模型；第三节在此基

础上，参考有限元子循环计算的基本原理，提出动
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力学模型的子循环计算方法，推导了其同步更新公

式和子步更新公式；第四节对该模型进行了数值计

算，通过计算结果的对比分析，证明该算法可以在

保持合适的精度和满足稳定性要求下，有效地提高

响应的计算效率．

１　旋转柔性梁动力学模型

１．１　动力学模型建立
考虑图１所示在水平面内作回转运动的柔性

梁动力问题，ＯＸｏＹｏ为系统的固定坐标系，ＯＸＹ为
固结在梁上的浮动坐标系，大范围旋转运动形成一

个非惯性场，梁在非惯性场中由于惯性和弹性而产

生振动，忽略梁的重力影响，梁的参数定义如下：Ｌ
为梁的长度，Ａ０为梁的横截面积，Ｅ为材料弹性模
量，Ｉ为截面对中性轴的惯性矩，ρ为梁的材料密
度，τ为作用于柔性梁联结端的外部驱动力矩，θ为
大范围运动的角位移．

图１　旋转柔性梁示意图

Ｆｉｇ．１　Ａｒｏｔａｔｉｏｎａｌｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ

图２为柔性梁上任意点 Ｐ０的变形位移示意
图．ｘ为未变形时 Ｐ０点在梁上的位置，变形后 Ｐ０
点到达Ｐ点．Ｐ点关于固定坐标系ＯＸｏＹｏ的坐标可
以表达为：

图２　旋转柔性梁变形示意图

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｌｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ

ｒｐ＝Ａ（ｒ０＋ｒ１） （１）

其中，Ａ为浮动坐标系相对于固定坐标系的方向余

弦阵．

Ａ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ

ｒ０为Ｐ０点关于浮动坐标系 ＯＸＹ的坐标向量，

其坐标为［ｘ，０］Ｔ，ｒ１为Ｐ０点的变形位移坐标阵，其

坐标为［ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ）］
Ｔ，可表示为：
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其中，ｗ１（ｘ，ｔ）为Ｐ０点到达Ｐ点而引起的梁的轴向
伸长量，ｗ２（ｘ，ｔ）为横向弯曲变形量，对于细长梁，
横向弯曲变形量比轴向伸长量要大许多，可认为

ｗ２（ｘ，ｔ）≈ｕ２（ｘ，ｔ）；ｗｃ（ｘ，ｔ）为由于横向弯曲变形
引起的梁的轴向缩短量，系统的动能可以表示为：

Ｔ＝１２∫
Ｌ

０
ρＡ０ｒ

Ｔ
ｐ
ｒｐｄｘ （３）

其中，ｒｐ由方程（１）求一次导数得出为：

ｒｐ＝Ａ
·

（ｒ０＋ｒ１）＋Ａｒ１ （４）
系统的势能可以表示为：

Ｈ＝１２∫
Ｌ

０
ＥＡ０［ｗ

′
１（ｘ，ｔ）］

２ｄｘ＋１２∫
Ｌ

０
ＥＩ［ｗ＂２（ｘ，ｔ）］

２ｄｘ

（５）
其中，ｗ′１（ｘ，ｔ）和ｗ

＂
２（ｘ，ｔ）分别为ｗ（ｘ，ｔ）和ｗ２（ｘ，ｔ）

对ｘ的一阶和二阶偏导数．根据方程（３）和（５）可
以计算动能和势能的变分，外力虚功为外力矩τ所
做的虚功，表示为：

δＷＦ＝τδθ （６）
根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理：

∫
ｔ２

１
（δＴ－δＨ＋δＷＦ）ｄｔ

可以建立柔性梁系统一次近似耦合模型的动力学

方程为［２０］：
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７８１
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　ｗ１ｗ１＋ｗ２ｗ２］｝ｄｘ＝τ （９）
其中

Ｂ（ｘ，ｔ）＝－θ
·
２（ｘ＋ｗ１＋ｗｃ）－２θ

·
ｗ２＋̈ｗ１＋̈ｗｃ－θ

¨
ｗ２

边界条件为：

ｗ１（０，ｔ）＝０，ｗ２（０，ｔ）＝０，ｗ
′
１（０，ｔ）＝０

ＥＩｗ＂２（Ｌ，ｔ）＝０，ＥＡ０ｗ
′
１（Ｌ，ｔ）＝０，ＥＩｗ２（Ｌ，ｔ）＝０

１．２　动力学方程离散化
方程（７）～（９）一般不易得到精确的解析解，

通常是进行离散化求数值解．假设模态法和有限单
元法常常用作柔性多体系统的离散化方法．有限元
法是对大型复杂柔性多体系统进行离散化的有效

手段，遗憾的是，有限元离散后的动力学系统仍会

保留相当可观的自由度数，这在系统求解尤其是控

制过程是个突出的问题．假设模态法是经典的弹性
连续体近似解基本方法，虽然对于复杂形状、复杂

边界和复杂载荷的情况，要构造一个合适的假设模

态是非常困难甚至可能办不到的，但是在比较典型

的梁结构如机械臂、连杆机构等的计算和主动控制

研究中，假设模态法仍然是一种合适的离散化手

段．事实上，在柔性多体系统的动力学与控制研究
中，有限元法常常用于系统动力学性态的研究，而

假设模态法常常用于主动控制设计的研究．根据前
述，采用假设模态法进行离散化，设：

ｗ１（ｘ，ｔ）＝φ１（ｘ）ｑ１（ｔ） （１０）
ｗ２（ｘ，ｔ）＝φ２（ｘ）ｑ２（ｔ） （１１）

其中，ｑ１（ｔ）和ｑ２（ｔ）分别为其模态坐标列向量，φ１（ｘ）
和φ２（ｘ）分别为梁的纵向振动和横向振动的模态函数
行向量，采用悬臂梁的模态函数，其元素分别为：

φ（１）ｉ （ｘ）＝ｓｉｎ
（２ｉ－１）
２Ｌ ｘ，　ｉ＝１，２，…，ｎ （１２）

φ（２）ｉ （ｘ）＝ｃｏｓβｉｘ－ｃｏｓｈβｉｘ＋γｉ（ｓｉｎβｉｘ－
　ｓｉｎｈβｉｘ），　ｉ＝１，２，…，ｎ （１３）

其中，

β１Ｌ＝１．８７５，　β２Ｌ＝４．６９４，

βｉＬ＝（ｉ－０．５）π，　ｉ３

γｉ＝－
ｃｏｓβｉＬ＋ｃｏｓｈβｉＬ
ｓｉｎβｉＬ＋ｓｉｎｈβｉＬ

对方程（７）～（９）进行离散化可以得到
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（１４）

其中，Ｍθθ为系统转动惯量，Ｍｑ１ｑ１和Ｍｑ２ｑ２为柔性梁纵
向振动和横向振动的广义弹性质量阵，Ｍθｑ１、Ｍθｑ２、
Ｍｑ１θ和Ｍｑ２θ代表大范围运动和弹性变形之间的惯性
耦合，Ｇｑ１ｑ２和Ｇｑ２ｑ１来源于陀螺效应，Ｋｑ１ｑ１和Ｋｑ２ｑ２为刚
度阵，Ｑθ和Ｑｑ１为惯性力项．各变量表达如下：

Ｍθθ＝Ｊ１＋ｑ
Ｔ
１Ｍ１ｑ１＋ｑ

Ｔ
２Ｍ２ｑ２＋２Ｕ１１ｑ１－ｑ

Ｔ
２Ｄ１ｑ２

Ｍｑ１θ＝Ｍ
Ｔ
θｑ１＝－Ｒｑ２

Ｍθｑ２＝Ｍ
Ｔ
ｑ２θ＝Ｕ１２＋ｑ

Ｔ
１Ｒ

Ｇｑ１ｑ２＝－Ｇ
Ｔ
ｑ２ｑ１＝－Ｒ

Ｋｑ１ｑ１＝Ｋ１－θ
·
２Ｍ１

Ｋｑ２ｑ２＝Ｋ２－θ
·
２Ｍ２＋θ

·
２Ｄ１

Ｑθ＝－２θ
·

［（ｑＴ１Ｍ１ｑ１＋ｑ
Ｔ
２Ｍ２ｑ２）＋Ｕ１１ｑ１－ｑ

Ｔ
２Ｄ１ｑ２］

Ｑｑ１＝θ
·
２ＵＴ１１

其中，Ｋ１和 Ｋ２为结构动力学中的广义弹性刚度
阵，各相关的常值矩阵表达为：

Ｍｑ１ｑ１ ＝Ｍ１ ＝∫
Ｌ

０
ρＡ０φ

Ｔ
１φ１ｄｘ

Ｍｑ２ｑ２ ＝Ｍ２ ＝∫
Ｌ

０
ρＡ０φ

Ｔ
２φ２ｄｘ

Ｊ１ ＝∫
Ｌ

０
ρＡ０ｘ

２ｄｘ

Ｋ１ ＝∫
Ｌ

０
ＥＡ０φ

′Ｔ
１φ

′
１ｄｘ，Ｋ１ ＝∫

Ｌ

０
ＥＩφ＂Ｔ２φ

＂
２ｄｘ

Ｕ１ｊ＝∫
Ｌ

０
ρＡ０ｘφｊｄｘ　ｊ＝１，２

Ｄ１ ＝∫
Ｌ

０
ρＡ０ｘＳ（ｘ）ｄｘ，Ｒ＝∫

Ｌ

０
ρＡ０φ

Ｔ
１φ２ｄｘ

Ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０
φ′Ｔ２（ξ）φ

′
２（ξ）ｄｘ

２　子循环计算

为方便阐述子循环算法的基本原理和构造过

程，假设所研究对象为细长梁，可以忽略其纵向变

形，这在很多场合（如柔性机械臂，弹性连杆等）中

都是适用的，可以这样处理的另一个原因是子循环

算法可以方便的推广到完备的梁旋转动力学方程

（１４）的求解．根据细长梁假设，可以得到惯性系下

８８１
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简化动力学方程（见式１５）．
由 Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ［１４］等提出的子循环算法根据有

限单元的网格大小或刚度进行区域划分，对不同的

区域采用不同时间步长进行数值积分，恰当地处理

不同区域界面单元或界面节点间的相互作用力是

保证子循环计算

Ｍθθ１　Ｍθｑ２
Ｍｑ２θ　Ｍ

[ ]
２

θ
¨

ｑ¨[ ]
２

＋
０　０
０　Ｋｑ２ｑ

[ ]
２

０
ｑ[ ]
２

＝
Ｑθ[ ]０ ＋

τ[ ]０
（１５）

成功实现的关键，根据这一原理，对柔性梁动力学方

程的求解也可以考虑采用子循环计算方法，虽然在

动力学模型中不存在单元或节点的概念，但是旋转

变量和弹性变量之间的耦合关系以及不同的变化速

率，使柔性梁动力学模型同样适合于子循环计算．
方程（１５）中，变量 θ描述大范围转动的角度，

一般为慢变分量，考虑采用较大的时间步长进行积

分计算，该循环一般称为主步循环．变量 ｑ２为梁横
向变形模态坐标列向量，一般由多个模态坐标组

成，虽然可以根据各阶模态频率的高低进一步细分

为不同的积分步长，但是为了方便起见，本文将其

一并归入快变分量，各阶变形模态坐标采用一致的

小积分步长，称为子步循环．基础算法采用中心差
分格式，根据子循环算法的基本原理，可以定义如

下异步差分格式．

θ
¨
ｔ＝１
Δｔ２１
［θｔ－Δｔ１－２θｔ＋θｔ＋Δｔ１］ （１６）

θ
·
ｔ
１＝

１
２Δｔ２１
［－θｔ－Δｔ１＋θｔ＋Δｔ１］ （１７）

ｑ̈ｔ２＝
１
Δｔ２２
［ｑｔ－Δｔ２２ －２ｑｔ２＋ｑ

ｔ＋Δｔ２
２ ］ （１８）

ｑｔ２＝
１
２Δｔｓ
［－ｑｔ－Δｔ２２ ＋ｑｔ＋Δｔ２２ ］ （１９）

其中，Δｔ１＝ｍΔｔ１，变量的右上角标代表离散时间
步，考虑ｔ时刻系统平衡状态，将公式（１６）～（１９）
代入方程（１５）中，整理后得到动力学平衡方程
（２０）～（２１）．

Ｍｔθθ
Δｔ２１
［θｔ－Δｔ１－２θｔ＋θｔ＋Δｔ１］＋

Ｕ１２
Δｔ２２
［ｑｔ－Δｔ２２ －２ｑｔ２＋

　ｑｔ＋Δｔ２２ ］＝－２θ
·
ｔ（ｑｔ２）

ＴＭＤｑｔ２＋τ （２１）
Ｕ１２
Δｔ２１
［θｔ－Δｔ１－２θｔ＋θｔ＋Δｔ１］＋

Ｍ２
Δｔ２２
［ｑｔ－Δｔ２２ －２ｑｔ２＋

　ｑｔ＋Δｔ２２ ］＝－Ｋｑ２ｑ２ｑ
ｔ
２ （２２）

其中，ＭＤ＝Ｍ２－Ｄ１．
由于变量之间的耦合，在同步更新时，需要计

算慢变分量和快变分量之间的相互作用力，根据公

式（１５），可以方便地得到ｔ时刻快变分量（ｑ２）对慢
变分量（θ）的作用力为：

Ｆｑ２θ１＝Ｑθ－Ｍθｑ２ｑ̈２ （２３）

慢变分量（θ）对快变分量（ｑ２）的作用力为：

Ｆθｑ２ｎ＝－Ｍｑ２θθ
¨

（２４）

将（２３）和（２４）代入方程（２１）和（２２）中，对公
式（２１）和（２２）进行消项计算，可以得到如下格式
的数值积分格式．

θｔ＋Δｔ＝［ＭＭｔ］－１Δｔ２１［Ｍ２（τ－２θ
·
ｔ（ｑｔ２）

ＴＭＤｑｔ２）＋

　Ｕ１２（ｑ
ｔ
２）
Ｔ（Ｋ２－（θ

·
ｔ）２ＭＤ）］＋２θｔ－θｔ－Δｔ （２５）

ｑｔ＋Δｔ２２ ＝［ＭＭｔ］－１Δｔ２２［－Ｍ
ｔ
θθ（ｑ

ｔ
２）
Ｔ（ｑｔ２）

Ｔ（Ｋ２－

　（θ
·
ｔ）２ＭＤ）－Ｕ（τ－２θ

·
ｔ（ｑｔ２）

Ｔ）］＋２ｑｔ２－ｑ
ｔ－Δｔ
２ （２６）

其中，ＭＭｔ＝ＭｔθθＭ２－Ｕ
Ｔ
１２Ｕ〗１２

定义如下符号．

Ｓｔ１＝τ－２θ
·
ｔ（ｑｔ２）

ＴＭＤｑｔ２

Ｓｔ２＝（ｑ
ｔ
２）
Ｔ（Ｋ２－（θ

·
ｔ）２ＭＤ）

方程（２５），（２６）可以写为：

ｑｔ＋Δｔ１１ ＝
Δｔ２１
ＭＭｔ
［Ｍ２Ｓ

ｔ
１＋Ｕ１２Ｓ

ｔ
２］＋２ｑ

ｔ
１－ｑ

ｔ－Δｔ１
１ （２７）

ｑｔ＋Δｔ２１ ＝
Δｔ２２
ＭＭｔ
［－ＭｔθθＳ

ｔ
２－Ｕ１２Ｓ

ｔ
１］＋２ｑ

ｔ
１－ｑ

ｔ－Δｔ２
２ （２８）

方程（２７），（２８）共同组成子循环的同步更新
格式．在此计算之后，进入子步更新阶段，其更新格
式与公式（２８）一致，第ｊ子步的更新公式为．

ｑｔ＋（ｊ＋１）Δｔ２＝
Δｔ２２

ＭＭｔ＋ｊΔｔ２
［－Ｍｔ＋ｊΔｔ２θθ Ｓｔ＋ｊΔｔ２２ －

　Ｕ１２Ｓ
ｔ＋ｊΔｔ２
１ ］＋２ｑｔ＋ｊΔｔ２２ －ｑｔ＋（ｊ－１）Δｔ２２ （２９）

公式（２９）子步更新时，Ｓ１及 Ｓ２的计算依赖于

θ
·
ｔ＋ｊΔｔ２的值，但是此积分步中的 θ

·
ｔ＋ｊΔｔ２为未知量，为

得到 θ
·
ｔ＋ｊΔｔ２在子步时的值，按照梯形法则，可根据已

求得的θ
·
ｔ和θ

·
ｔ＋Δｔ１及其导数，参考类似于ＮｅａｌＭａｒｋ

Ｏ［１５］等人提出的常加速度法，假设：

θ
¨
ｔ＋ｊΔｔ２θ

¨
ｔ （３０）

θ
·
ｔ＋ｊΔｔ２（１－ｊｍ）θ

·
ｔ＋ｊｍθ

·
ｔ＋ｊΔｔ２ （３１）

将公式（３０）和（３１）所估算出的θ
¨
ｔ＋ｊΔｔ２和 θ

·
ｔ＋ｊΔｔ２代入
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方程（２９）中，即可方便的对子步更新中的 ｑ２变量
进行积分计算．

３　计算结果分析

给定图 １所示的梁与文献［２０］相同的参数
值，梁长度 Ｌ＝８ｍ，横截面积 Ａ０＝７．２９６８１０

－５

ｍ２，截面惯性矩Ｉ＝８．２１８９１０－９ｍ４，材料密度 ρ＝
２．７６６７１０３ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝６．８９５２１０１０Ｎ／
ｍ２．初始角速度为０，大范围运动驱动力矩规律见
下公式（图３），其中，Ｔ＝１０ｓ，τ０＝４Ｎｍ．

τ（ｔ）＝
τ０ｓｉｎ（

２π
Ｔｔ）　０ｔＴ

０　　　　　　
{

ｔ＞Ｔ
（３２）

图３　柔性梁旋转驱动力矩图

Ｆｉｇ．３　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｒｉｖｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

根据第２、３节所推导的柔性梁动力学模型和
子循环算法，采用Ｍａｔｌａｂ编程（其中部分系数的计
算利用符号运算技术）．进行了该梁的动力响应计
算，得到梁在旋转过程中的运动轨迹和其顶点的变

形历程，其中，为了验证子循环计算的稳定性和计

算精度，分别采用了每１主步包含５步子循环（５：
１）和每１主步包含１０步子循环（１０：１）的积分方
式，计算结果分别示于图４～图７中，同时在各图
中还给出了中心差分法计算的结果．

图４　柔性梁旋转角度历程（５：１）

Ｆｉｇ．４　Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌａｎｇｌｅｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ（５：１）

图５　柔性梁变形历程（５：１）

Ｆｉｇ．５　Ｅｌａｓｔｉｃｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ（５：１）

图６　柔性梁旋转角度历程（１０：１）

Ｆｉｇ．６　Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌａｎｇｌｅｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ（１０：１）

图７　柔性梁变形历程（１０：１）

Ｆｉｇ．７　Ｅｌａｓｔｉｃｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ（１０：１）

从图４～图７的计算结果中，可以清楚地看出

随着主步中包含子循环步数的增加，将会同时影响

旋转角度（慢变分量）与弹性变形（快变分量）的计

算结果，其中，图６慢变分量的子循环计算值在初

始时间段内还出现了负值的现象，可能是由于慢变

分量的积分步长设置增大所致，虽然减小主步长可

以解决该问题，但是时间成本的增加是不可避免

的．有趣的是在图７中的弹性变形在转动的过程中

与原始算法计算结果吻合得似乎比图５结果更令

人满意．在梁的驱动力矩消失后（１０秒后），无论是

图５还是图７中，都反映出了梁的残余振动并造成

了图４和图６中显示的梁小幅度往复摆动．虽然计

算的结果有偏差，但是子循环和非子循环的计算结
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果基本上都保持了一致的变化趋势，而且与蔡国

平［２０］等人的计算结果吻合得较好．其中，５：１的子
循环过程耗时１５．８ｓ，原始的中心差分算法循环过
程耗时２３．２ｓ，二者的比例为６８．１％；１０：１的子循
环过程耗时１１．７ｓ，只有原始算法耗时的５０．４％．
针对这一现象，采用不同的时间步比例（从１：１～
１０：１）进行了初步的校核，同时对比了计算精度，结
果显示子循环的计算效率和计算精度之间存在一

个折衷的平衡，该平衡点可以通过能量平衡校验或

误差阈值校验方法进一步研究，限于篇幅，有关内

容和结果将另文介绍．

４　结论

本文针对典型的细长梁旋转动力学模型提出

了一种基于中心差分原理的子循环计算方法，通过

将待求变量分解为快变分量和慢变分量，并对不同

变量采用不同积分步长，可以大幅度提高系统仿真

的计算效率．
柔性多体系统动力学方程固有的长周期变量

（刚体位移变量）、短周期变量（弹性变形变量）使

系统方程成为所谓的刚性方程，其积分过程存在易

发散、收敛慢的特点，子循环计算针对这一问题，采

用了多尺度概念的处理方式，使得系统的数值积分

稳定性得到了改善．
在子循环积分过程中，每一主步内进行的子循

环步数不同会对系统积分的精度产生一定的影响，

在一定范围内，计算效率和计算精度之间存在一个

折衷的平衡．
由于子循环计算的异步特征，使其可以很好地

与并行计算结合，这种结合在有限元技术中已经得

到研究．目前，在多柔体动力学计算中已经应用并
行算法以提高积分效率，但是如何将子循环计算和

并行计算结合以提高多体系统响应的计算效率，仍

有待于进一步的深入研究．

参　考　文　献

１　洪嘉振．计算多体系统动力学．北京：高等教育版社，

１９９９（ＨｏｎｇＪｉａｚｈｅｎ．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＨｉｇｈＥｄｕｃａｔｉｏｎＰｒｅｓｓ，１９９９（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

２　ＮｅｇｒｕｔＤ，ＪｏｓｅＬＯ．Ｏｎａｎａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｔｈｅｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｌｇｅｂｒａｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃｓ．

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩＤＥＴＣ／ＭＥＳＡ２００５，２００５ＡＳＭＥ／ＩＥＥＥＩｎ

ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭｅｃｈａｔｒｏｎｉｃａｎｄＥｍｂｅｄｄｅｄＳｙｓ

ｔｅｍｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２００５，ＬｏｎｇＢｅａｃｈ，

ＵＳＡ，ＤＥＴＣ２００５８５１０９

３　ＮｅｇｒｕｔＤ，ＯｔｔａｒｓｓｏｎＧ．ＯｎａｎＩｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＨｉｌ

ｂｅｒＨｕｇｈｅｓＴａｙｌｏｒＭｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅＣｏｎｔｅｘｔｏｆＩｎｄｅｘ３Ｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｔｉａｌＡｌｇｅｂｒａｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＭｕｌｔｉｂｏｄｙＤｙｎａｍｉｃｓ．Ｐｒｏｃｅｅｄ

ｉｎｇｓｏｆＩＤＥＴＣ／ＭＥＳＡ２００５，２００５ＡＳＭＥ／ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａ

ｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭｅｃｈａｔｒｏｎｉｃａｎｄＥｍｂｅｄｄｅｄＳｙｓｔｅｍｓ

ａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２００５，ＬｏｎｇＢｅａｃｈ，ＵＳＡ，

ＤＥＴＣ２００５８５０９６

４　ＧａｖｒｅａＢ，ＮｅｇｒｕｔＤ，ＰｏｔｒａＦＡ．Ｔｈｅｎｅｗｍａｒｋｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍｓ：ａｎａｌｙｔｉｃａｌｃｏｎ

ｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩＭＥＣＥ２００５，ＡＳＭＥＩｎｔｅｒｎａ

ｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＣｏｎｇｒｅｓｓａｎｄＥｘｐｏｓｉｔｉｏｎ

２００５，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ２００５，Ｏｒｌａｎｄｏ，ＵＳＡ，ＩＭＥＣＥ２００５８１７７０

５　ＢｏｏｋＷＪ．ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬａｇｒａｎｇｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｍａｎｉｐｕ

ｌａｔｏｒａｒｍｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＲｏｂｏｔｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ，１９８４，

３（３）：８７～１０１

６　ＣｈａｎｇｉｚｉＫ，ＳｈａｂａｎａＡＡ．Ａｒｅｃｕｒｓｉｖｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅ

ｄｙｎａｍｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆｏｐｅｎｌｏｏｐｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓ

ｔｅｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＡｃｏｕｓｔ，１９８８，５５：６８７～６９３

７　ＢａｅＤＳ，ＨｗａｎｇＲＳａｎｄＨａｕｇＥＪ．Ａｒｅｃｕｒｓｉｖｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ

ｆｏｒｒｅａｌｔｉｍｅｄｙｎａｍｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．ＡｄｖａｎｃｅｄｉｎＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ

ＡＳＭＥ，１９８８，５：４９９～５０８

８　ＳｈａｂａｎａＡＡ，ＨｗａｎｇＹＬａｎｄＷｅｈａｇｅＲＡ．Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｓｉｎｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃｓ，ＰａｒｔＩ：Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ，

ＰａｒｔＩＩ：Ｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｒｅｃｕｒｓｉｖｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．Ｉｎｔｅｒ

ｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９９２，３５：１９２７～１９６６

９　ＦｉｓｅｔｔｅＰ，ＳａｍｉｎＪＣ，ＷｉｌｌｅｍｓＰＷ．Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｏｓｙｍｂｏｌｉｃ

ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９１，３２：

１６２１～１６３５

１０　ＭｅｌｚｅｒＥ．Ｓｙｍｂｏｌｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｉｎｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓ

ｔｅｍｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，１９９６，９（１２）：１４７～１６３

１１　ＳｈｉＰ，ＭｃＰｈｅｅＪ，ＨｅｐｐｌｅｒＧＲ．ＡｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｉｅｌｄｆｏｒＥｕ

ｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｓｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙ

ｄｙｎａｍｉｃｓ．ＭｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍｉｃｓ，２００１，５：７９～１０４

１２　ＨａｕｇＥＪ．Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｔｏｏｌｓａｎｄｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｅｓｆｏｒｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔ

ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ，ＣｏｎｃｕｒｒｅｎｔＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

ＴｏｏｌｓａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｆｏｒＭｅｃｈａｎｉｃａｌＳｙｓｔｅｍ．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，

ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９３

１３　ＩｄｅｒＳＫ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｒｅｃｕｒｓｉｖｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｒｅ

１９１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２００８年第６卷

ａｌｔｉｍｅｄｙｎａｍｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ．

ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＳｔｒｕｃｔｕｒｅ，１９９１，４０（４）：９３９～９４５

１４　ＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏＴ，ＲｏｂｅｒｔＭ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｅｘｐｌｉｃｉｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｓｈ

ｐａｒｔｉｔｉｏｎｓｉｎｔｉｍｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕ

ｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９７８，１２（１０）：１５７５～

１５８６

１５　ＮｅａｌＭＯ，ＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏＴ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇｗｉｔｈ

ｎｏｎｉｎｔｅｇｅｒｔｉｍｅｓｔｅｐｒａｔｉｏｓｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓ．

ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９８９，３１（６）：８７１～８８０

１６　高晖，李光耀，钟志华，张维刚．汽车碰撞计算机仿真中

的子循环法分析．机械工程学报，２００５，４１（１１）：９８～１０１

（ＧａｏＨ，ＬｉＧＹ，ＺｈｏｎｇＺＨ，ＺｈａｎｇＷＧ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｕｂ

ｃｙｃｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｃｏｍｐｕｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｒａｓｈｗｏｒｔｈｉ

ｎｅｓｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００５，４１

（１１）：９８～１０１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１７　郑阳明，褚庆昕．多时间步长时域有限差分法．电子学

报，２００４，３２（９）：１５０４～１５０６（ＺｈｅｎｇＹａｎｇｍｉｎｇ，Ｃｈｕ

Ｑｉｎｇｘｉｎ．Ｍｕｌｔｉｔｉｍｅｓｔｅｐｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

ｍｅｔｈｏｄ．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｉｃＳｉｎｉｃａ，２００４，３２（９）：１５０４～１５０６（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１８　郑阳明，褚庆昕．多时间步长时域有限差分法分析微波

电路．微波学报，２００５，２１（４）：１１～１４（ＺｈｅｎｇＹａｎｇ

ｍｉｎｇ，ＣｈｕＱｉｎｇｘｉｎ．ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＭｉｃｒｏｗａｖｅＣｉｒｃｕｉｔｓｕｓｉｎｇ

Ｍｕｌｔｉｔｉｍｅｓｔｅｐｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＭｉｃｒｏｗａｖｅ，２００５，２１（４）：１１～１４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１９　ＷａｓｆｙＴＭ，ＮｏｏｒＡＫ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｆｏｒｆｌｅｘｉｂｌｅ

ｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓＲｅｖｉｅｗｓ，２００３，５６

（６）：５５３～６１３

２０　蔡国平，洪嘉振．旋转运动柔性梁的假设模态方法研

究．力学学报，２００５，１：４８～５６（ＣａｉＧｕｏｐｉｎｇ，ＨｏｎｇＪｉ

ａｚｈｅｎ．Ａｓｓｕｍｅｄｍｏｄｅｍｅｔｈｏｄｏｆａｒｏｔａｔｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ．

ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００５，１：４８～５６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２Ｊｕｌｙ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ１１Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２００７．
Ｐｒｅｓｔｕｄｙｐｒｏｊｅｃｔｆｏｒ１４ｔｈａｃａｄｅｍｙｏｆＣＥＴＣ

ＳＴＵＤＹＯＮＳＵＢＣＹＣＬＩＮＧＡＬＧＯＲＩＴＨＭ ＦＯＲＲＥＳＰＯＮＳＥ

ＣＯＭＰＵＴＡＴＩＯＮＯＦＡＦＬＥＸＩＢＬＥＢＥＡＭ

ＭｉａｏＪｉａｎｃｈｅｎｇ１，２　ＺｈｕＰｉｎ１　ＣｈｅｎＧｕａｎｌｏｎｇ１　ＺｈｕＤａｗｅｉ１

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｈａｎｇｈａｉＪｉａｏＴｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２００２４０，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｈａｚｈｏｕＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｚｈａｎｇｊｉａｇａｎｇ　２１５６００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｉｎｔｏａｄｉｓｃｒｅｔｅｓｔｙｌｅ，ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｒｏ
ｔａｔｉｏｎａｌｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｉｓｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，ｗｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｈｅｃｏｍｍｏｎｕｐｄａｔｅｆｏｒｍａｔａｎｄ
ｔｈｅｓｕｂｓｔｅｐｕｐｄａｔｅｆｏｒｍａｔ．Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｗｅｒｅａｓ
ｓｕｒｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅｓｔｅｐｓｉｚｅｓ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｕｌｔｓｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈａｔｔｈｅｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇｃａｎｅｎｈａｎｃｅｔｈｅ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙｗｉｔｈｓｕｉｔａｂｌｅｉｎｔｅｇｒａｌａｃｃｕｒａｃｙ，ａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｃａｎｂｅｅｎ
ｈａｎｃｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆｍｏｄｉｆｙｉｎｇｔｈｅｓｔｅｐｓｉｚｅｓ．Ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｉｓ
ｓｏｌｖｅｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃｓ，　ｔｈｅａｓｓｕｍｅｄｍｏｄｅ，　ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｌ，　ｓｕｂｃｙｃｌｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，
ｓｔｅｐｓｉｚｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

２９１


