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摘要　基于损伤粘弹性材料的一种卷积型本构关系和大挠度薄板的 ｖｏｎＫáｒｍáｎ假设，给出了损伤粘弹性薄

板准静态问题的数学模型，其控制方程为一组非线性积分－偏微分型方程．采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断技术，将原积

分－偏微分系统化为积分系统．然后采用四阶的Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法在数值上得到了损伤粘弹性薄板的准静态

问题的解．
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引 言

随着高分子聚合物等粘弹性材料在国防和民

用工业中的广泛使用，粘弹性力学已成为国内外研

究的热点之一．如今，粘弹性力学已成为固体力学
的基础内容，成为现代连续介质力学的一个重要组

成部分．由于粘弹性结构的大变形和／或非线性本
构关系将导致其数学模型中出现非线性项而成为

非线性系统，对这类问题很难求得精确解，一般只

能利用各种数值的方法（如有限元法，边界元法）

求得数值解［１，２］．张能辉等［３］基于线性粘弹性材料

的Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ叠加原理和大挠度薄板的ｖｏｎＫáｒｍáｎ
假设，给出了粘弹性薄板准静态问题分析中的一种

时域算法，即在空域上采有 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，在时域
上采用一种新的算法，得到了横向阶跃载荷作用下

的粘弹性简支板的准静态响应．
本文首先利用线性损伤粘弹性理论和薄板大

挠度理论，建立损伤粘弹性准静态分析的非线性数

学模型，其控制方程是积分 －偏微分型方程．对这
类问题的求解，可在空间上应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断技
术，把积分－偏微分方程化为积分 －常微分方程．
最后对简化的非线性动力系统进行研究，在数值上

得到了损伤粘弹性薄板的准静态响应．

１　损伤粘弹性薄板准静态分析的数学模型

假定损伤粘弹性薄板的厚度为 ｈ，板承受横向
谐载荷ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）．设板沿三个坐标轴 ｘ、ｙ、ｚ方向的

位移分别为ｕ、υ和 ｗ，由 ｖｏｎＫáｒｍáｎ理论，薄板的
应变可以分解为两部分，即平均应变和弯曲应变
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为了便于分析，可以假设损伤增量与坐标成正

比，即有

Ｄ（ｘｉ，ｔ）－Ｄ
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其中Ｄ０是初始损伤．这里和今后，凡下标为希腊字
母者，取值为ｘ和ｙ．根据损伤粘弹性力学的动力学
方程［４，５］，容易得到线性各向同性损伤粘弹性板的

应力应变关系
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并且内力分量有表示式
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式中，Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ为板的薄膜内力，Ｑｘ、Ｑｙ、Ｍｘ、Ｍｙ、

Ｍｘｙ分别为板的横向剪力、弯矩和扭矩．
假设板的质量密度为 ρ，并忽略惯性力，则由

薄板微元体的平衡，可得到用三个位移分量，即 ｕ，

υ，ｗ和损伤Ｄ表示的运动微分方程组．
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损伤运动微分方程［４］为

αＤ，αα－ξＤ－β（ｗ，ｘｘ＋ｗ，ｙｙ）＝０ （７）
其中α，ξ，β为材料的特征常数．假定板为四边简支
矩形板，则有下面的边界条件
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方程（６）－（８）是控制损伤粘弹性薄板准静态行为
的控制方程，是一组非线性的积分 －偏微分方程
组．初始条件为
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２　数值求解

为了得到这个边值问题的解，我们采用 Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ平均化的方法将问题进行简化．根据边界条件
（８），方程（６）－（７）的解可取为如下的形式
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假定横向载荷ｑ为
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这里Ｈ（ｔ）是Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数．将（１０）、（１１）代入到
（６）中，分别令ｎ＝１，１、ｍ＝１，３，可得二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
截断模型如下
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方程（１３）的系数由于篇幅所限，未给出．方程

（１３）是一个积分方程，可知其解析表达式是相当
困难的，下面我们在数值上进行求解．设板的尺寸
如下：ａ＝ｂ＝１０ｍ，高 ｈ＝１ｍ，材料参数对于标准线
性固体，材料的松弛函数ｃ１（ｔ）满足下面的条件：
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这里，已引入ｃ１（τ）＝Ｃ１（τ）／Ｃ１（０），同时取材料的

常数为α＝８Ｇｐａｍ２，ξ＝１２Ｇｐａ，β＝１０Ｇｐａ，Ｃ１（０）＝
１５Ｇｐａ，材料的泊松比μ＝０．２３，即 Ｃ２（ｔ）／Ｃ１（ｔ）＝

μ／（１－μ）＝１／３，引入无量纲化参量，并作如下的
变量变换：
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显见方程（１３）是一个非线性自治微分方程，其相
应的自治系统为
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图１　ｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２处挠度随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅ－ｐａｔｈｃｕｒｖｅｓｏｆｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｔｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２

图２　ｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２处损伤随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅ－ｐａｔｈｃｕｒｖｅｓｏｆｄａｍａｇｅａｔｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２

方程（１３）的初值，从初始条件（９），可写为
｛ｙ１（０），ｙ２（０），…，ｙ７（０）｝＝
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　｛ｗ０１，ｗ
０
３，０，０，０，０，０｝ （１７）

应用四阶的龙格－库塔（Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ）法，求解上
面的方程组，可以得到ｘ＝ａ／２，ｙ＝ｂ／２处挠度和损
伤随时间的变化曲线．它们分别由图１和２表示．

３　结论

图１和图２分别给出了损伤粘弹性方板在阶
跃载荷作用下中心处的挠度和损伤的时程曲线，由

图可知，随着时间的增大，挠度和损伤都渐近达到

最大值而趋于稳定．说明材料的稳态响应为弹性响
应．从图１和２可以看出，一阶截断系统和二阶截
断系统的动力学性质定性基本一致．
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