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考虑参数不确定性的主动悬架鲁棒Ｈ２／Ｈ∞混合控制


宋刚　林家浩　吴志刚
（大连理工大学运载工程与力学学部，工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　基于线性矩阵不等式方法，提出了一种新的考虑参数不确定性的鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控制器设计方法，并用

于车辆主动悬架设计．假定系统不确定参数是范数有界的，通过引入同一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵来同时满足闭环

系统的Ｈ２和Ｈ∞性能条件，把鲁棒Ｈ２／Ｈ∞控制器设计转化为具有线性矩阵不等式约束的凸优化问题，进而

应用内点法等凸优化技术进行求解．以四分之一车辆模型主动悬架设计为例，进行了数值仿真．结果表明，

无论车辆簧上质量是否存在变异，鲁棒Ｈ２／Ｈ∞控制器均能给出很好的控制效果．
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引 言

为了更好地改进车辆的操纵稳定性和行驶平

顺性，近半个世纪以来智能悬架的研究和开发日益

引起了人们广泛的兴趣．其主要思想是根据悬架系
统的状况和当前路面激励，通过施加主动控制力，

或者主动地调节悬架系统的刚度或阻尼系数，来实

现操纵稳定性和行驶平顺性的提高．Ｙｏｓｈｉｍｕｒａ
等［１］结合线性反馈控制和模糊控制，考虑悬架刚度

和阻尼的非线性特性，对二分之一车辆模型进行了

研究；文献［２～４］采用预瞄控制策略分别对主动
和半主动悬架在连续或离散系统框架内进行了研

究，说明若在车身前部安装路面位移传感器，可有

效改善主动或半主动悬架的性能；史明光等［５］采用

Ｈ∞控制方法进行电液主动悬架设计，通过选取适
当的加权函数对系统的频域性能指标进行了整定；

Ｃｈｅｎ和Ｇｕｏ［６］把轮胎动载荷、悬架动行程和所需
控制力作为硬约束条件，提出了基于线性矩阵不等

式优化技术的多目标控制策略．除此之外，在悬架
设计中常用的控制策略还有神经网络控制［７］，滑模

控制［８］，自适应控制［９］，等等．
车辆因载重不同或其它原因，致使簧上质量或

其它结构参数会在一定范围内变化．为避免因参数
不确定所带来的控制系统性能恶化甚至失效，在控

制器设计时采用鲁棒性较强的一些控制方法是非

常有必要的：Ｄｏｙｌｅ［１０］通过算例说明 ＬＱＧ控制方法

稳定裕度非常有限；陈虹等［１１］对以不同速度在不

同路面上行驶的车辆，分析了基于名义系统模型设

计的Ｈ２控制器和 Ｈ∞控制器在各种不确定因素
（簧上质量、轮胎刚度、悬架刚度和悬架阻尼）下的

鲁棒性，指出控制系统的性能会随着结构不确定因

素的增多而降低，但Ｈ∞主动悬架比Ｈ２主动悬架能
更好地容忍系统的不确定性．为增强在参数不确定
情况下控制系统的稳定性，Ｘｉｅ等［１２］提出了考虑参

数不确定性的鲁棒 Ｈ∞控制方法．多目标控制在某
些情况下比单目标控制更容易兼顾控制系统的各

项性能［１３］，Ｗｕ和Ｆｅｉ［１４］提出了考虑参数不确定的
鲁棒Ｈ２／Ｈ∞混合控制方法，并把该问题的求解转
化为求解含有尺度参数的修正代数 Ｒｉｃｃａｔｉ方程和
含有尺度参数的交叉耦合非线性方程．

本文针对车辆主动悬架设计，考虑车辆可能发

生的簧上质量变异，在以往关于结构鲁棒控制研

究［１５，１６］和随机振动高效计算方法研究成果［１７］的

基础上，把车辆主动悬架设计问题归结为参数不确

定系统的鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞混合控制问题，提出了一种
新的车辆主动悬架控制策略．不同于文献［１４］给
出的此类问题求解方法，本文采用线性矩阵不等式

方法，通过引入同一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵来同时满足
闭环系统的 Ｈ２和 Ｈ∞性能条件，把鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控
制器设计转化为具有线性矩阵不等式约束的凸优

化问题，进而可以应用内点法等凸优化技术进行求

解．本文方法简洁直观，在控制器设计时不需要过
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多地调试参数，使鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞混合控制器的设计
更易实现．以四分之一车辆模型为例，在频域内和
时域内分别对被动悬架和采用本文提出的鲁棒

Ｈ２／Ｈ∞混合控制策略的主动悬架系统进行了数值
仿真．

１　鲁棒Ｈ２／Ｈ∞混合控制

１．１　系统描述
考虑如下线性不确定连续时间系统

ｘ＝（Ａ＋ΔＡ）ｘ＋Ｂ１ｗ＋（Ｂ２＋ΔＢ２）ｕ

ｚ１＝Ｃ１ｘ＋Ｄ１２ｕ

ｚ２＝Ｃ２ｘ＋Ｄ２２ｕ

ｙ＝（Ｃｙ＋ΔＣｙ）ｘ＋Ｄｙ１ｗ＋（Ｄｙ２＋ΔＤｙ２）










ｕ

（１）

其中，ｘ∈Ｒｎ为系统状态向量；ｕ∈Ｒｍ为控制输入；
ｗ∈Ｒｌ为外部扰动；ｚ１∈Ｒ

ｐ和ｚ２∈Ｒ
ｑ为控制输出向

量，分别与Ｈ∞性能指标和Ｈ２性能指标相关；ｙ∈Ｒ
ｒ

为量测输出向量；Ａ、Ｂ１、Ｂ２、Ｃ１、Ｄ１２、Ｃ２、Ｄ２２、Ｃｙ、Ｄｙ１
和Ｄｙ２为已知的具有适当维数的常数实矩阵；ΔＡ、

ΔＢ２、ΔＣｙ和ΔＤｙ２为未知实矩阵，反映系统模型中的
参数不确定性．假定参数不确定性是范数有界的，
且具有以下形式：

［ΔＡ　ΔＢ２］＝Ｄ１Ｆ［Ｅ１　Ｅ２］，
［ΔＣｙ　ΔＤｙ２］＝Ｄ２Ｆ［Ｅ１　Ｅ２］ （２）

其中，Ｄ１、Ｄ２、Ｅ１和 Ｅ２为已知常数实矩阵，反映了
不确定参数的结构信息；Ｆ为适当维数的不确定实
矩阵，满足ＦＴＦ≤ Ｉ，其中Ｉ表示单位阵．
１．２　鲁棒Ｈ２／Ｈ∞输出反馈控制器设计

考虑如下满阶动态输出反馈控制器：

ｘ^
·

（ｔ）＝Ａｋ^ｘ（ｔ）＋Ｂｋｙ（ｔ）

ｕ（ｔ）＝Ｃｋ^ｘ（ｔ{ ）
（３）

其中 ｘ^∈Ｒｎ为控制器的状态，Ａｋ、Ｂｋ和Ｃｋ为待确定
的控制器参数矩阵．将控制器（３）应用到系统（１），
并利用式（２），可得闭环系统为

珋ｘ
·

＝（Ａ
－
＋Ｄ
－
ＦＥ
－
）珋ｘ＋Ｂ

－
ｗ

ｚ１＝Ｃ
－

１珋ｘ

ｚ２＝Ｃ
－

２珋










ｘ

（４）

其中

珋ｘ＝{ }ｘｘ^，　Ａ
－
＝

Ａ Ｂ２Ｃｋ
ＢｋＣｙ Ａｋ＋ＢｋＤｙ２Ｃ[ ]

ｋ

，

Ｄ
－
＝
Ｄ１
ＢｋＤ

[ ]
２

，Ｅ
－
＝［Ｅ１　Ｅ２Ｃｋ］，Ｂ

－
＝
Ｂ１
ＢｋＤｙ

[ ]
１

，

Ｃ
－

１＝［Ｃ１　Ｄ１２Ｃｋ］，　Ｃ
－

２＝［Ｃ２　Ｄ２２Ｃｋ］
定理　如果存在标量 ε＞０，对称正定矩阵 Ｒ、

Ｓ、Ｚ和适当维数实矩阵Ａ
＾
、Ｂ
＾
、Ｃ
＾
，使得以下矩阵不等

式成立

Ｊ１１ Ｊ１２
ＪＴ１２ Ｊ[ ]

２２

＜０ （５）

－Ｚ Ｃ２ Ｃ２Ｓ＋Ｄ２２Ｃ
＾

ＣＴ２ －Ｒ －Ｉ

ＳＣＴ２＋Ｃ
＾
ＴＤＴ２２











－Ｉ －Ｓ

＜０ （６）

ｔｒａｃｅ（Ｚ）＜γ２２ （７）
其中

　　Ｊ１１＝

ＲＡ＋ＡＴＲ＋Ｂ
＾
Ｃｙ＋Ｃ

Ｔ
ｙＢ
＾
Ｔ ＡＴ＋Ａ

＾
ＲＢ１＋Ｂ

＾
Ｄｙ１ ＣＴ１

Ａ＋Ａ
＾
Ｔ ＡＳ＋ＳＡＴ＋Ｂ２Ｃ

＾
＋Ｃ
＾
ＴＢＴ２ Ｂ１ ＳＣＴ１＋Ｃ

＾
ＴＤＴ１２

ＢＴ１Ｒ＋Ｄ
Ｔ
ｙ１Ｂ
＾
Ｔ ＢＴ１ －Ｉ ０

Ｃ１ Ｃ１Ｓ＋Ｄ１２Ｃ
＾

０ －γ２１

















Ｉ

　　Ｊ１２＝

ＲＤ１＋Ｂ
＾
Ｄ２ ＥＴ１

Ｄ１ ＳＥＴ１＋Ｃ
＾
ＴＥＴ２００

０ ０















０ ０

，

Ｊ２２＝
－ε－１Ｉ ０
０ －ε[ ]Ｉ

则不确定系统（１）存在一个鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞输出反馈
控制器（３），使得闭环系统渐近稳定，且从 ｗ到 ｚ１
的传递函数Ｔｚ１ｗ（ｓ）满足‖Ｔｚ１ｗ（ｓ）‖∞ ＜γ１，从ｗ到
ｚ２的传递函数Ｔｚ２ｗ（ｓ）满足‖Ｔｚ２ｗ（ｓ）‖∞ ＜γ２．进一
步，如果不等式（５）～式（７）可解，通过对矩阵 Ｉ－
ＲＳ进行奇异值分解，得到可逆实矩阵Ｍ和Ｎ，满足

ＭＮＴ＝Ｉ－ＲＳ （８）

７５１
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则控制器参数矩阵Ａｋ、Ｂｋ和Ｃｋ可通过以下式子得到：

Ａｋ＝Ｍ
－１（Ａ

＾
－ＲＡＳ－Ｂ

＾
ＣｙＳ－ＲＢ２Ｃ

＾
－

　Ｂ
＾
Ｄｙ２Ｃ

＾
）Ｎ－Ｔ （９）

Ｂｋ＝Ｍ
－１Ｂ
＾

（１０）

Ｃｋ＝Ｃ
＾
Ｎ－Ｔ （１１）

下面给出定理的证明：

利用有界实引理，闭环系统（４）渐近稳定，且
从ｗ到ｚ１的传递函数Ｔｚ１ｗ（ｓ）满足‖Ｔｚ１ｗ（ｓ）‖∞ ＜
γ１的充要条件为存在对称正定矩阵 Ｘ１，使得以下
矩阵不等式成立

（Ａ
－
＋Ｄ
－
ＦＥ
－
）Ｘ１＋Ｘ１（Ａ

－
＋Ｄ
－
ＦＥ
－
）Ｔ Ｂ

－
Ｘ１Ｃ

－
Ｔ
１

Ｂ
－
Ｔ －Ｉ ０

Ｃ
－

１Ｘ１ ０ －γ２１













Ｉ

＜

０ （１２）
另一方面，由文献［１８，１９］，闭环系统（４）渐近稳
定，且从ｗ到ｚ２的传递函数 Ｔｚ２ｗ（ｓ）满足‖Ｔｚ２ｗ（ｓ）
‖２＜γ２的充要条件为存在对称正定矩阵Ｘ２和Ｚ，
使得式（７）及以下矩阵不等式成立

（Ａ
－
＋Ｄ
－
ＦＥ
－
）Ｘ２＋Ｘ２（Ａ

－
＋Ｄ
－
ＦＥ
－
）Ｔ＋Ｂ

－
Ｂ
－
Ｔ＜０（１３）

－Ｚ Ｃ
－

２Ｘ２

Ｘ２Ｃ
－
Ｔ
２ －Ｘ









２
＜０ （１４）

若 Ｘ１＝Ｘ２，这时，由矩阵的 Ｓｃｈｕｒ补性质
［１８］，式

（１３）由式（１２）自动得到满足．引入附加约束，令Ｘ１
＝Ｘ２＝Ｘ，并对Ｘ进行如下分块：

Ｘ＝
Ｓ Ｎ

ＮＴ[ ]Ｗ ，Ｘ－１＝
Ｒ Ｍ

ＭＴ[ ]Ｕ （１５）

对于满阶输出反馈控制器，Ｓ、Ｎ∈Ｒｎ×ｎ，Ｒ、Ｍ∈
Ｒｎ×ｎ．由文献［２０］引理３，只要正定对称矩阵 Ｒ和
Ｓ满足

Ｒ　Ｉ[ ]Ｉ　Ｓ
＞０ （１６）

便可保证Ｘ＞０．引入矩阵

Φ１＝
Ｒ Ｉ

ＭＴ[ ]０，Φ２＝
Ｉ Ｓ

０ Ｎ[ ]Ｔ （１７）

利用ＸＸ－１＝Ｉ，可得
ＭＮＴ＝Ｉ－ＲＳ，　ＸΦ１＝Φ２，

ΦＴ１ＸΦ１＝
Ｒ　Ｉ[ ]Ｉ　Ｓ

（１８）

下面分别对式（１２）和式（１４）进行变量替换．
由文献［１９］引理２及矩阵的Ｓｃｈｕｒ补性质，式（１２）
对所有满足ＦＴＦ≤ Ｉ的不确定矩阵 Ｆ成立的充要
条件为存在标量ε＞０，使得

Ａ
－
Ｘ＋ＸＡ

－
Ｔ＋εＤ

－
Ｄ
－
Ｔ＋ε－１ＸＥ

－
ＴＥ
－
Ｘ Ｂ

－
Ｘ１Ｃ

－
Ｔ
１

Ｂ
－
Ｔ －Ｉ ０

Ｃ
－

１Ｘ ０ －γ２１













Ｉ

＜０

（１９）
由矩阵的Ｓｃｈｕｒ补性质，式（１９）等价于

Ａ
－
Ｘ＋ＸＡ

－
Ｔ Ｂ

－
ＸＣ
－
Ｔ
１ Ｄ

－
ＸＥ
－
Ｔ

Ｂ
－
Ｔ －Ｉ ０ ０ ０

Ｃ
－

１Ｘ ０ －γ２１Ｉ ０ ０

Ｄ
－
Ｔ ０ ０ －ε－１Ｉ ０

Ｅ
－
Ｘ ０ ０ ０ －ε





















Ｉ

＜０

（２０）
定义：

Ａ
＾
＝ＲＡＳ＋ＭＢｋＣｙＳ＋ＲＢ２ＣｋＮ

Ｔ＋

　ＭＡｋＮ
Ｔ＋ＭＢｋＤｙ２ＣｋＮ

Ｔ （２１）

Ｂ
＾
＝ＭＢｋ （２２）

Ｃ
＾
＝ＣｋＮ

Ｔ （２３）

对式（２０）左边的矩阵分别左乘 ｄｉａｇ｛ΦＴ１，Ｉ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝

和右乘ｄｉａｇ｛Φ１，Ｉ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，即可得到式（５）．对式

（１４）左边的矩阵分别左乘 ｄｉａｇ｛Ｉ，ΦＴ１｝和右乘 ｄｉａｇ

｛Ｉ，Φ１｝，即可得到式（６）．式（１６）可由式（６）自动
得到满足．证毕．

需要说明的是，若在控制器设计时不考虑可能

的参数不确定性，即取 Ｄ１＝０，Ｄ２＝０，Ｅ１＝０，Ｅ２＝
０，则式（５）～式（７）就退化为传统的基于名义系统
模型的Ｈ２／Ｈ∞输出反馈控制．

１．３　鲁棒Ｈ２／Ｈ∞控制器设计具体步骤
下面给出鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞输出反馈控制器设计的

具体步骤：

１）给定ε＞０，求解如下凸优化问题
ｍｉｎ

Ｒ，Ｓ，Ａ
＾
，Ｂ
＾
，Ｃ

γ^２１

ｓ．ｔ．（ｉ）式（５）
（ｉｉ）式（１６） （２４）

８５１
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问题（２４）的求解可以采用凸优化技术，如内
点法，ＭＡＴＬＡＢ语言 ＬＭＩ工具箱也提供了求解器
“ｍｉｎｃｘ”．
２）若问题（２４）不可解，重新给定ε，重复步骤１．
３）重复步骤１和步骤２．对每个可行的ε，记ε

＝εｉ时由问题（２４）所得到的最小γ１为γ１ｉ．

４）取ε＝εｉ，γ１＞γ１ｉ，在满足扰动抑制度γ１下
使闭环系统的Ｈ２性能指标尽可能地小：

ｍｉｎγ２２
ｓ．ｔ．（ｉ）式（５）
（ｉｉ）式（６）
（ｉｉｉ）式（７）

保存最优解 Ｒ、Ｓ、Ａ
＾
、Ｂ
＾
和 Ｃ

＾
；记所得到的最小

γ２为γ２ｏｐｔ． （２５）

５）由 ＭＮＴ＝Ｉ－ＲＳ，对 Ｉ－ＲＳ进行奇异值分
解，得到可逆实矩阵 Ｍ和 Ｎ；进而，根据式（９）～
（１１），计算得到控制器参数矩阵Ａｋ、Ｂｋ和Ｃｋ．
６）保持ε取值不变，取不同的扰动抑制度γ１，

重复步骤４和步骤５．
７）ε取值改变，重复步骤４～步骤６．综合比较

闭环系统的各项性能，确定最终的 ε、γ１及其所对
应的鲁棒Ｈ２／Ｈ∞控制器．

２　主动悬架鲁棒Ｈ２／Ｈ∞混合控制

取四分之一车辆模型，如图１．各符号含义：簧
上质量ｍｓ，车轮质量 ｍｕ，悬架刚度 ｋｓ，悬架阻尼系
数ｃｓ，轮胎刚度 ｋｔ，路面不平度 ｚ０，控制力 ｕ．假定
因载重不同等原因，使簧上质量存在变异，记 ｍｓ＝
ｍｓ０＋Δｍｓ，其中 ｍｓ０表示名义簧上质量，Δｍｓ表示
簧上质量的变异．假定主动悬架无预瞄信息可以利
用．忽略作动器动态特性．

图１　车辆模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅ

车辆运动方程可写为：

ｍｓ̈ｚｓ＋ｃｓ（ｚｓ－ｚｕ）＋ｋｓ（ｚｓ－ｚｕ）－ｕ＝０ （２６）

ｍｕ̈ｚｕ＋ｃｓ（ｚｓ－ｚｕ）－ｋｓ（ｚｓ－ｚｕ）＋

　ｋｔ（ｚｕ－ｚ０）＋ｕ＝０ （２７）
式（２６）和式（２７）可整理为：

ｘ＝Ａ
～
ｘ＋Ｂ

～

１ｗ１＋Ｂ
～

２ｕ （２８）
其中

ｘ＝｛ｘ１　ｘ２　ｘ３　ｘ４｝
Ｔ，ｘ１＝ｚｓ－ｚｕ，

ｘ２＝ｚｕ－ｚ０，ｘ３＝ｚｓ，ｘ４＝ｚｕ

Ａ
～
＝

０ ０ １ －１
０ ０ ０ １

－ｋｓ／ｍｓ ０ －ｃｓ／ｍｓ ｃｓ／ｍｓ
ｋｓ／ｍｕ －ｋｔ／ｍｕ ｃｓ／ｍｕ －ｃｓ／ｍ













ｕ

，

Ｂ
～

１＝

０
－１




















０
０

，　Ｂ
～

２＝

　０
　０
１／ｍｓ
－１／ｍ




















ｕ

，

ｗ１＝ｚ０
假定悬架动行程和车身竖向加速度可以量测，

并考虑到量测噪声，有

ｙ＝Ｃ
～

ｙｘ＋Ｄ
～

ｙ２ｕ＋ｗ２ （２９）
其中

ｙ＝
ｚｓ－ｚｕ
ｚ̈{ }
ｓ

＋ｗ２，

Ｃ
～

ｙ＝
１ ０ ０ ０

－ｋｓ／ｍｓ ０ －ｃｓ／ｍｓ ｃｓ／ｍ[ ]
ｓ
，

Ｄ
～

ｙ２＝
０
１／ｍ{ }

ｓ

ｗ２为量测噪声向量，可假定各量测噪声均为零均
值、彼此互不相关、且与路面激励也互不相关的平

稳高斯白噪声，满足

Ｅ［ｗ２（ｔ）］＝０，ｃｏｖ［ｗ２（ｔ１），

ｗ２（ｔ２）］＝Ｒｖδ（ｔ２－ｔ１） （３０）

其中，“Ｅ”和“ｃｏｖ”分别表示均值和协方差，Ｒｖ为量
测噪声强度矩阵，δ为Ｄｉｒａｃ函数．

考虑到车辆簧上质量的变异，式（２８）和式
（２９）可写为式（１）中的形式，如下：

ｘ＝（Ａ＋ΔＡ）ｘ＋Ｂ１ｗ＋（Ｂ２＋ΔＢ２）ｕ （３１）

ｙ＝（Ｃｙ＋ΔＣｙ）ｘ＋Ｄｙ１ｗ＋（Ｄｙ２＋ΔＤｙ２）ｕ （３２）
其中

９５１
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Ａ＝

０ ０ １ －１
０ ０ ０ １

－ｋｓ／ｍｓ０ ０ －ｃｓ／ｍｓ０ ｃｓ／ｍｓ０
ｋｓ／ｍｕ －ｋｔ／ｍｕ ｃｓ／ｍｕ －ｃｓ／ｍ













ｕ

Ｂ１＝［Ｂ
～
１　０］，Ｂ２＝

　０
　０
１／ｍｓ０
－１／ｍ




















ｕ

，ｗ＝
ｗ１
ｗ{ }
２

Ｃｙ＝
１ ０ ０ ０

－ｋｓ／ｍｓ０ ０ －ｃｓ／ｍｓ０ ｃｓ／ｍｓ[ ]
０
，

Ｄｙ１＝［０　Ｉ］，Ｄｙ２＝
　０
１／ｍｓ{ }

０

（３３）

而ΔＡ，ΔＢ２，ΔＣｙ和ΔＤｙ２可表示为式（２）的形式，其
中

Ｄ１＝［０　０　１　０］
Ｔ，

Ｅ１＝［－αｋｓ／ｍｓ０　０　－αｃｓ／ｍｓ０　αｃｓ／ｍｓ０］

Ｄ２＝［０　１］
Ｔ，Ｆ＝δ

－
，Ｅ２＝α／ｍｓ０ （３４）

这里，α和 δ
－
为实标量，反映簧上质量的变异程度；

α在控制器设计时给定，满足｜δ
－
｜≤１．

３　仿真计算

取车辆参数为［３］：ｍｓ０＝２５０ｋｇ，ｍｕ＝３０ｋｇ，ｋｓ＝１

×１０４Ｎ／ｍ，ｋｔ＝１×１０
５Ｎ／ｍ，ｃｓ＝１０００Ｎｓ／ｍ；假定因

车辆载重不同等原因引起 Δｍｓ在 －３０ｋｇ～＋７０ｋｇ
之间变化，在控制器设计时取 α＝０．２２（α含义见
式（３４））．车身竖向加速度和轮胎动挠度分别反映
车辆的乘坐舒适性和操纵稳定性，本文控制器设计

的目的是使车辆行驶过程中车身竖向加速度尽可

能地降低，同时避免悬架动行程和轮胎动挠度过大

地增加，此外控制力应被限制在一个可以接受的水

平．鉴于本文的重点是给出更快捷方便的鲁棒 Ｈ２／
Ｈ∞控制器的实现方法，而该控制方法与其他控制
方法之间的数值比较并不是本文的重点；这里仅给

出被动悬架与鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控制主动悬架的数值仿
真结果．取控制输出向量系数矩阵

Ｃ１＝

－ｋｓ／ｍｓ０ ０ －ｃｓ／ｍｓ０ ｃｓ／ｍｓ０
ρ１ ０ ０ ０

０ ρ２ ０ ０













０ ０ ０ ０

，

Ｄ１２＝

１／ｍｓ０
０
０

ρ




















３

Ｃ２＝
－ｋｓ／ｍｓ０ ０ －ｃｓ／ｍｓ０ ｃｓ／ｍｓ０[ ]０ ０ ０ ０

，

Ｄ２２＝
１／ｍｓ０
ρ{ }
４

其中ρ１＝２０，ρ２＝４００，ρ３＝１×１０
－２，ρ４＝３×１０

－３；

Ｃ１，Ｄ１２，Ｃ２和Ｄ２２含义见式（１）．
图２给出了ε＝３０时，所得的闭环系统 Ｈ２性

能与扰动抑制度γ１之间的关系，其中 ε、γ１和 γ２ｏｐｔ
含义见优化问题（２５）．可以看出，当γ１取值接近系
统最优Ｈ∞范数时，闭环系统的 Ｈ２性能指标随着

γ１的减少增加很快．综合比较闭环系统的 Ｈ∞性能
和Ｈ２性能，在鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控制器设计时，取 ε＝
３０，γ１＝２００．

图２　闭环系统Ｈ２性能与Ｈ∞性能间的关系（ε＝３０）

Ｆｉｇ．２　Ｈ２／Ｈ∞ ｔｒａｄｅ－ｏｆｆｃｕｒｖｅｏｆ

ｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｗｈｅｎε＝３０

取路面输入 ｚ０为零均值平稳随机过程，其单

边功率谱密度满足［２１］：

Ｇｚ（ｎ）＝Ｇｒ（
ｎ
ｎ０
）－２ （３５）

这里，ｎ为空间频率，Ｇｒ为参考空间频率 ｎ０下的路

面功率谱密度值，ｎ０＝０．１ｍ
－１．仿真中采用 Ｃ级路

面谱，Ｇｒ＝２５６×１０
－６ｍ３．若车辆以恒定速度ｖ直线

行驶，路面输入 ｗ１可认为是零均值平稳高斯白噪

声（ｗ１含义见式（２８）），记其强度为Ｒｗ，有

Ｒｗ＝πＳｗ，Ｓｗ＝２πｖｎ
２
０Ｇｒ （３６）

仿真中取行车速度 ｖ＝２０ｍ／ｓ．取量测噪声强
度矩阵
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Ｒｖ＝
１×１０－６ ０

０ １×１０－[ ]４ （３７）

首先采用虚拟激励法［１７］对被动悬架和采用鲁棒

Ｈ２／Ｈ∞控制策略的主动悬架动力响应进行随机振动

分析．路面功率谱上、下截止频率分别取为２．８３ｍ－１和
０．０１１ｍ－１．表１给出了不同簧上质量变异情况下，
控制前后车身竖向加速度 ｚ̈ｓ、悬架动行程ｚｓ－ｚｕ、轮
胎动挠度ｚｕ－ｚ０的均方根值，以及主动悬架作动器
输出控制力ｕ的均方根值．可以看出，对于不同程度
的簧上质量变异，鲁棒Ｈ２／Ｈ∞控制器均能实现较好

的控制效果：与被动悬架相比，主动悬架显著地降低

了车身竖向加速度，同时又避免了悬架动行程和轮

胎动挠度过大的增加（悬架动行程均方根值略有降

低，而轮胎动挠度均方根值略有增大）．当实际簧上
质量与名义簧上质量完全一致时，被动悬架车身竖

向加速度均方根值为１．０１７ｍ／ｓ２，而主动悬架为０．
８７４ｍ／ｓ２，降低了１４．１％；对于簧上质量存在较大变
异（Δｍｓ＝＋７０ｋｇ）的情况，控制前后车身竖向加速度

均方根值分别为０．８１６ｍ／ｓ２和０．７０８ｍ／ｓ２，降低了
１３．２％ ．显示了较好的鲁棒性．

表１　控制前后车辆响应均方根值

Ｔａｂｌｅ１　ＭｅａｎｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓｏｆｖｅｈｉｃｌｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ

Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｃａｓｅｓ
Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓ

ｚ̈ｓ（ｍ／ｓ２）　ｚｓｚｕ（ｍｍ）　ｚｕｚ０（ｍｍ）　ｕ（Ｎ）

Δｍｓ＝０
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

１．０１７
０．８７４

１１．８９
１１．５９

４．３５
４．６２

———

７２．４０

Δｍｓ＝－３０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

１．１４２
０．９７５

１１．２３
１１．１３

４．３５
４．６８

———

７７．７１

Δｍｓ＝＋３０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

０．９１９
０．７９３

１２．５１
１２．０３

４．３６
４．５８

———

６８．２６

Δｍｓ＝＋７０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

０．８１６
０．７０８

１３．２９
１２．６１

４．３７
４．５３

———

６３．９９

表２　控制前后车身竖向加速度频率加权均方根值

Ｔａｂｌｅ２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｗｅｉｇｈｔｅｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓ

ｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ

Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｃａｓｅｓ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｗｅｉｇｈｔｅｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓｏｆ̈ｚｓ

Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ（ｍ／ｓ２）　　ＲｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ（ｍ／ｓ
２）　　Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

Δｍｓ＝０ ０．８７４ ０．７９０ ９．６％
Δｍｓ＝－３０ｋｇ ０．９９２ ０．８８８ １０．５％
Δｍｓ＝＋３０ｋｇ ０．７８２ ０．７１２ ９．０％
Δｍｓ＝＋７０ｋｇ ０．６８６ ０．６２９ ８．３％

表３　控制前后车辆峰值响应

Ｔａｂｌｅ３　ＭａｘｉｍｕｍｖｅｈｉｃｌｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ

Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｃａｓｅｓ
Ｐｅａｋｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

ｚ̈ｓ（ｍ／ｓ２）　ｚｓｚｕ（ｍｍ）　ｚｕｚ０（ｍｍ）　ｕ（Ｎ）

Δｍｓ＝０
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

３．６４０
３．１０３

４７．８７
３６．９８

１５．２６
１５．００

———

２１８．３０

Δｍｓ＝－３０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

４．０２６
３．４３９

４５．７１
３４．９１

１５．０９
１５．００

———

２４０．０３

Δｍｓ＝＋３０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

３．３１４
２．８２５

４８．４３
３９．２２

１５．３７
１５．００

———

２００．２５

Δｍｓ＝＋７０ｋｇ
Ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

２．９２８
２．５２１

５０．６９
４１．８４

１５．３７
１４．９９

———

１９０．１８

　　图３～图５给出了车辆簧上质量存在Δｍｓ＝＋７０ｋｇ

的变异时，被动悬架和主动悬架车身竖向加速度、

悬架动行程和轮胎动挠度响应的功率谱曲线．车辆

各阶自振频率分别为５．３３ｒａｄ／ｓ和６０．５８ｒａｄ／ｓ．可
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以看出，车辆响应功率谱峰值出现在车辆自振频率

附近．图３显示，与被动悬架相比，主动

图３　车身竖向加速度响应功率谱曲线（Δｍｓ＝＋７０ｋｇ）

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｉｅｓｏｆ

ｖｅｒｔｉｃａｌｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｈｅｎΔｍｓ＝＋７０ｋｇ

图４　悬架动行程响应功率谱曲线（Δｍｓ＝＋７０ｋｇ）

Ｆｉｇ．４　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｉｅｓｏｆ

ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｗｏｒｋｉｎｇｓｐａｃｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｈｅｎΔｍｓ＝＋７０ｋｇ

图５　轮胎动挠度响应功率谱曲线（Δｍｓ＝＋７０ｋｇ）

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｉｅｓｏｆ

ｄｙｎａｍｉｃｔｙｒｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｈｅｎΔｍｓ＝＋７０ｋｇ

悬架车身竖向加速度响应功率谱低频段峰值得到

了较大的降低．而图５表明，由路面激励引发的轮

胎动挠度响应频率分布带宽较宽，在高频部分有相

当大的能量分布；施加控制力后，轮胎动挠度功率

谱峰值虽在高频段有所增大，但在低频段却得到了

较大的降低．

由于人体对不同频段的振动敏感程度不同，为

了更好地反映主动悬架所带来的车辆乘坐舒适性

的变化，表２给出了不同簧上质量变异情况下，被

动悬架和主动悬架车身竖向加速度频率加权均方

根值．关于频率加权加速度均方根值的计算，采用

ＩＳＯ２６３１－１：１９９７（Ｅ）标准［２１］：

ａｗ ＝［∫
８０

０．５
ｗ２ｋ（ｆ）Ｇａ（ｆ）ｄｆ］

１／２ （３８）

其中，Ｇａ（ｆ）为加速度响应单边功率谱；ｆ表示频

率，单位为Ｈｚ；ｗｋ（ｆ）为频率加权函数，采用

ｗｋ（ｆ）＝

０．５　（０．５＜ｆ≤２）

ｆ／４　（２＜ｆ≤４）

１　　（４＜ｆ≤１２．５）

１２．５／ｆ　（１２．５＜ｆ＜８０













）

（３９）

从表２可以看出，对于不同程度的簧上质量变异，

控制后车辆的乘坐舒适性都得到了提高．当簧上质量

不存在变异时，控制前车身竖向加速度频率加权均方

根值为０．８７４ｍ／ｓ２，而控制后降为０．７９０ｍ／ｓ２，降低了

９．６％；当簧上质量存在Δｍｓ＝＋７０ｋｇ的变异时，控制

前车身竖向加速度频率加权均方根值为０．６８６ｍ／ｓ２，

而控制后降为０．６２９ｍ／ｓ２，降低了８．３％ ．

此外，表３给出了被动悬架和主动悬架在时域

内的仿真计算结果．其中，人工生成道路激励和量

测噪声时程曲线，仿真时间取为２０ｓ．同样可以看

出，对于不同程度的簧上质量变异，鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控

制器均能实现较好的控制效果：与被动悬架相比，

主动悬架车身竖向加速度峰值响应得到了较大的

降低，同时，悬架动行程峰值响应和轮胎动挠度峰

值响应也有不同程度的降低．

４　结论

本文基于线性矩阵不等式处理方法，给出了考

虑参数不确定性的鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞输出反馈控制器存
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在的充分条件及其设计方法，并以四分之一车辆模

型主动悬架设计为例分别在频域内和时域内进行

了数值仿真．数值结果表明，即使车辆簧上质量存

在较大变异，本文建议的鲁棒 Ｈ２／Ｈ∞控制器仍能

实现很好的控制效果．
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ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｐｐｒｏａｃｈ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，

２００２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１９　ＣＴＬａｉ，ＣＨＦａｎｇ，ＳＷＫａｕ，ＣＨＬｅｅ．ＲｏｂｕｓｔＨ２ｃｏｎｔｒｏｌｏｆ

ｎｏｒｍｂｏｕｎｄｅｄｕｎｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍａｎＬＭＩ

ａｐｐｒｏａｃｈ．２００４ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＡｉｄｅｄＣｏｎｔｒｏｌＳｙｓｔｅｍｓＤｅｓｉｇｎ，Ｔａｉｐｅｉ，Ｔａｉｗａｎ，２００４：２４３～

２４８

２０　ＣＴＱｉｎ，ＧＲＤｕａｎ．Ｏｐｔｉｍａｌｒｏｂｕｓｔｇｕａｒａｎｔｅｅｄｃｏｓｔｃｏｎｔｒｏｌ

ｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍｓｖｉａｄｙｎａｍｉｃａｌ

ｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋ．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ６ｔｈＷｏｒｌｄＣｏｎｇｒｅｓｓｏｎ

ＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，Ｄａｌｉａｎ，Ｃｈｉｎａ，２００６：

２４４１～２４４５

２１　余志生．汽车理论．北京：机械工业出版社，２０００（Ｙｕ

Ｚｈｉｓｈｅｎｇ．ＡｕｔｏｍｏｔｉｖｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＣｈｉｎａＭａｃｈｉｎｅ

Ｐｒｅｓｓ，２０００（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ４Ｎｏｖｅｍｂｅｒ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ１７Ａｐｒｉｌ２００８．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｐｏｎｓｏｒｅｄｂｙＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０４７２０２３，１０２０２００４）

ＲＯＢＵＳＴＨ２／Ｈ∞ ＣＯＮＴＲＯＬＯＦＡＣＴＩＶＥＶＥＨＩＣＬＥＳＵＳＰＥＮＳＩＯＮ

ＳＵＢＪＥＣＴＥＤＴＯＰＡＲＡＭＥＴＥＲＵＮＣＥＲＴＡＩＮＴＩＥＳ

ＳｏｎｇＧａｎｇ　ＬｉｎＪｉａｈａｏ　ＷｕＺｈｉｇａｎｇ
（ＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＡｎａｌｙｓｉｓｆｏｒＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｑｕｉｐｍｅｎｔ，

ＦａｃｕｌｔｙｏｆＶｅｈｉｃｌｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｄａｌｉａｎ　１１６０２３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｍｅｔｈｏｄ，ａｎｅｗａｐｐｒｏａｃｈｔｏｔｈｅｄｅｓｉｇｎｏｆｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ

ｌｅｒｓｆｏｒｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｗｅｒｅａｓ
ｓｕｍｅｄｔｏｂｅｎｏｒｍｂｏｕｎｄｅｄ．ＢｙｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇａＬｙａｐｕｎｏｖｍａｔｒｉｘｔｏｍｅｅｔｔｈｅＨ２ａｎｄＨ∞ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｆｏｒｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｄｅｓｉｇｎｗａｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏａ
ｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍａｌｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ｔｏｗｈｉｃｈｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｓｕｃｈａｓｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｂｅａｐｐｌｉｅｄ．ＴｏｓｈｏｗｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ，ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆａｑｕａｒｔｅｒｃａｒｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｎａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｒｏａｄｓｕｒｆａｃｅｉｒｒｅｇ
ｕｌａｒｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ，ｅｉｔｈｅｒａｓａｓｔａｔｉｏｎａｒｙｒａｎｄｏｍｐｒｏｃｅｓｓｏｒａｓａｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｗｈｅｔｈｅｒｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｅｈｉｃｌｅｍａｓｓｅｘｉｓｔｓｏｒｎｏｔ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｂｅ
ｈａｖｅｓｖｅｒｙｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｉｌｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ，　ｒｏｂｕｓｔＨ２／Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ，　ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，　ｐａｒａｍｅｔｅｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ
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