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用瑞利 －里兹法求解失重液滴的自由晃动
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摘要　失重作用可能在空间中构造理想的球形液滴，它在空间流体科学、空间材料合成等中均有应用．在轨

操纵中共振可能引起液滴的变形而影响实验质量，了解液滴晃动特性对空间实验的设计和避免与支撑结构

的共振都有帮助．用瑞利－里兹法研究了失重液滴的自由晃动问题，给出了液滴自由晃动的频率和模态函

数．可利用表面上的动力学条件研究自由液滴的晃动特性，但由于耦合系统复杂，往往用能量法加以研究．

该方法作为一种能量法，可为进一步研究失重环境中的液滴和支撑结构的耦合振动问题提供可行的途径．

关键词　瑞利－里兹法，　晃动，　自由液滴

引 言

随着空间技术的发展，在地球常重环境下不可

实现的新材料合成、新型制造等技术在空间失重环

境中成为可能［１，２］．其中，因为重力的存在，在地球
环境下液体物质形成理想的球形很困难，而在失重

的空间环境中在表面张力的作用下容易形成理想

的球体．但由于周围力学环境或液滴支撑条件的特
性可能引起变形或影响其形状，尤其共振可能是引

起形状变形的重要因素．本文利用瑞利－里兹法研
究失重环境中球形液滴的自由振动特性．Ｂａｕｅｒ［３］

曾研究过球形容器中的液体和环绕球形物体液体

的晃动问题；Ｂａｕｅｒ和 Ｃｈｉｂａ［４］研究了失重环境中
的球形液滴的振动问题，并利用表面上的动力学条

件给出了自由振动频率．此外，作为空间中的晃动
问题，在国内液体晃动与柔性附件的耦合运动［５］和

晃动本身的非线性特性［６，７］等也是受到广泛关注．
因为瑞利－里兹在结构振动问题的常用，属于能量
法．用能量法研究该问题可为研究失重环境中的液
滴与结构的耦合振动问题等提供一种可行的途径．

１　基本方程

假设液滴为不可压缩、无粘性液体．由于研究
自由晃动的特性，运动为小幅晃动，假设运动为无

旋．则液体运动存在势函数Φ（ｒ，θ，φ，ｔ），并连续性

条件满足拉普拉斯方程，在球坐标系（如图 １所
示）下可描述为

　ΔΦ＝ｒ
（ｒ２Φ
ｒ
）＋１ｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθΦθ

）＋ １
ｓｉｎ２θ

２Φ
φ２
＝０

（１）

图１　坐标系示意

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

用能量法研究晃动问题，需要写出动能和势能

表达式．根据势流理论，其动能可写为

Ｔ＝ρ２∫Ｖ（ΦΦ）ｒ２ｓｉｎθｄｒｄθｄφ （２）

其中ρ为液滴密度．积分范围为整个液滴域．
当表面在平衡位置附近微小振动时，利用格林

定理可把式（２）简化为

Ｔ＝ρａ
２

２∫
２π

０∫
π

０
（ΦΦｒ

）ｒ＝ａｓｉｎθｄθｄφ （３）

其中ａ为平衡位置时的液滴半径．
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另一方面，可以列出表面张力引起的势能表达

式，由于液滴处于失重状态，不存在重力势能，故表

面张力势能为其晃动的全部势能．其表达式为［８］

Ｕ＝σ∫
２π

０∫
π

０
（ｆ２ （１＋

ｆ２θ
ｆ２
＋ １
ｓｉｎ２θ

ｆ２φ
ｆ２槡
）－ａ２）ｓｉｎθｄθｄφ

（４）
其中下标表示偏导数，ｆ（θ，φ，ｔ）为晃动后的表面函
数，可表示为

ｆ（θ，φ，ｔ）＝ａ＋ｚ（θ，φ，ｔ） （５）
由于运动为小幅，上式中的 ｚ（θ，φ，ｔ）为小量；

从而
ｆ２θ
ｆ２
＋ １
ｓｉｎ２θ

ｆ２φ
ｆ２
也为小量，记Ｆ＝

ｆ２θ
ｆ２
＋ １
ｓｉｎ２θ

ｆ２φ
ｆ２
后，

可对式（４）根号项进行泰勒展开，得

１＋槡 Ｆ＝１＋Ｆ／２＋ｏ（Ｆ２） （６）
考虑式（５）和（６），式（４）可简化为

Ｕ＝σ∫
２π

０∫
π

０
（２ａｚ＋ｚ２＋１２（ｚ

２
θ＋

　 １
ｓｉｎ２θ

ｚ２φ））ｓｉｎθｄθｄφ （７）

由于液滴为不可压缩，可得到体积不变关系式

１
３∫

２π

０∫
π

０
（ａ＋ｚ）３ｓｉｎθｄθｄφ＝Ｖ （８）

其中Ｖ，为液滴体积．将式（８）代入式（７）得，

Ｕ＝σ∫
２π

０∫
π

０
（－ｚ２＋１２（ｚ

２
θ＋

　 １
ｓｉｎ２θ

ｚ２φ））ｓｉｎθｄθｄφ （９）

于是，系统的拉格朗日函数可写为

Ｌ
～
＝Ｔ－Ｕ （１０）

另外，在表面上的运动学条件为

ｆ
ｔ
＝ｚ
ｔ
＝Φ
ｒ

（１１）

由于研究微小振动，表面函数和势函数可写为

以下简谐运动形式，

ｚ（θ，φ，ｔ）＝ζ（θ，φ）ｃｏｓωｔ （１２ａ）

Φ（ｒ，θ，φ，ｔ）＝－ω（ｒ，θ，φ）ｓｉｎωｔ （１２ｂ）
将上式代入表面运动学条件得，

ζ（θ，φ）＝（ａ，θ，φ）ｒ
（１３）

再将式（１３）代入系统拉格朗日函数，并将其在一个
周期内积分，再乘以ω／π，可得新的拉格朗日函数

Ｌ＝ρａ
２ω２
２∫φ∫θ（ｒ）ｒ＝ａｓｉｎθｄθｄφ－

　σ∫φ∫θ（（ｒ）２＋１２（（
２
ｒθ
）２＋

　 １
ｓｉｎ２θ

（
２
ｒθ
）２））ｒ＝ａｓｉｎθｄθｄφ （１４）

上述新的拉格朗日函数仍满足哈密顿原理［９，１０］．

２　求解

根据球形液滴的晃动特性，把球坐标下的拉普

拉斯方程通过分离变量求解后，可得速度势函数形

式为如下的形式［５］

＝∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝０
ｅｉωｔＡｍｎ（

ｒ
ａ）

ｎＰｍｎ（ｃｏｓθ）ｃｏｓｍφ （１５）

其中Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）为第一类一般勒让德函数．
将式（１５）代入式（１４）得

　Ｌ＝ρａω
２

２∫
２π

０∫
π

０∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｑ＝０
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｓＰ

ｍ
ｎ（ｃｏｓθ）×

Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）ｃｏｓｍφｃｏｓｑφｓｉｎθｄθｄφ－

σ
ａ２∫

２π

０∫
π

０
［－∑

∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｑ＝０
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｎｓＰ

ｍ
ｎ（ｃｏｓθ）×

Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）ｃｏｓｍφｃｏｓｑφ＋

１
２∑

∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｑ＝０
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｎｓ

Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）
θ

×

Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）
θ

ｃｏｓｍφｃｏｓｑφ＋

∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｑ＝０
∑
∞

ｓ＝１

ｍｎｑｓ
２ｓｉｎ２θ

Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）×

Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）ｓｉｎｍφｓｉｎｑφ］ｓｉｎθｄθｄφ （１６）
利用三角函数的正交关系

∫
２π

０
ｃｏｓｍφｃｏｓｑφ

∫
２π

０
ｓｉｎｍφｓｉｎｑ{ φ

＝
０　ｗｈｅｎｍ≠ｑ

π　ｗｈｅｎ{ ｍ＝ｑ
（１７）

可把式（１６）进一步简化为

Ｌ＝ρａω
２

２∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｎ×

　∫θＰｍｎ（ｃｏｓθ）Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）ｓｉｎθｄθπσａ２［－
　∑

∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｎｓ∫θＰｍｎ（ｃｏｓθ）Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）＋

　 １２∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＡｍｎＡｍｓｎｓ∫θ（

Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）
θ

×

　
Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）
θ

＋ ｍ
２

ｓｉｎ２θ
ＰｍｎＰ

ｍ
ｎ（ｃｏｓθ）×

　Ｐｍｓ（ｃｏｓθ））］ｓｉｎθｄθ （１８）
根据勒让德多项式的正交性，可得下两式

７４１
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∫
π

０
Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）Ｐ

ｍ
ｓ（ｃｏｓθ）ｓｉｎθｄθ＝

２
２ｎ＋１

（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！δｎｓ

（１９ａ）

∫
π

０
（
Ｐｍｎ（ｃｏｓθ）
θ

Ｐｍｓ（ｃｏｓθ）
θ

＋

　 ｍ２

ｓｉｎ２θ
ＰｍｎＰ

ｍ
ｎ（ｃｏｓθ）Ｐ

ｍ
ｓ（ｃｏｓθ））ｓｉｎθｄθ＝

　２ｎ（ｎ＋１）２ｎ＋１
（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！δｎｓ （１９ｂ）

其中δ为克罗内克符号．式（１９ａ）可从手册直接查
得，式（１９ｂ）证明如下：记 ｘ＝ｃｏｓθ，则 ｓｉｎθｄθ＝－
ｄｘ，式（１９ｂ）可写为

∫
１

－１
｛［Ｐｍｎ（ｘ）

′］［Ｐｍｎ（ｘ）］
′（１－ｘ２）＋

　 ｍ２

１－ｘ２
Ｐｍｎ（ｘ）Ｐ

ｍ
ｎ（ｘ）｝ｄｘ＝

　２ｎ（ｎ＋１）２ｎ＋１
（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！δｎｓ

其中（）′为ｄ（）／ｄｘ．运用分部积分法，左半部分变
为

Ｐｍｎ（ｘ）［Ｐ
ｍ
ｓ（ｘ）］

′（１－ｘ２）｜１－１－

　∫
１

－１
Ｐｍｎ（ｘ）｛［Ｐ

ｍ
ｓ（ｘ）］

＂（１－ｘ２）－

　２ｘ［Ｐｍｓ（ｘ）］
′｝ｄｘ＋

　∫
１

－１

ｍ２

１－ｘ２
Ｐｍｎ（ｘ）Ｐ

ｍ
ｓ（ｘ）ｄｘ

注意到Ｐｍｎ（ｘ）是微分方程（１－ｘ
２）
ｄ２Ｐ
ｄＰ２
－２ｘｄＰｄＰ＋［ｓ

（ｓ＋１）－ ｍ
２

１－ｘ２
］Ｐ＝０的解，故有

［Ｐｍｓ（ｘ）］
＂（１－ｘ２）－２ｘ［Ｐｍｓ（ｘ）］

′＝

　－［ｓ（ｓ＋１）－ ｍ
２

１－ｘ２
］Ｐｍｓ（ｘ）

从而得

Ｐｍｎ（ｘ）［Ｐ
ｍ
ｓ（ｘ）］

′｜１－１－∫
１

－１
Ｐｍｎ（ｘ）｛［Ｐ

ｍ
ｓ（ｘ）］

＂×

　（１－ｘ２）－２ｘ［Ｐｍｓ（ｘ）］
′｝ｄｘ＋

　∫
１

－１

ｍ２

１－ｘ２
Ｐｍｎ（ｘ）Ｐ

ｍ
ｓ（ｘ）ｄｘ＝

　∫
１

－１
Ｐｍｎ（ｘ）ｓ（ｓ＋１）Ｐ

ｍ
ｓ（ｘ）ｄｘ＝

　２ｎ（ｎ＋１）２ｎ＋１
（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！δｎｓ

证毕．
利用上两个勒让德函数正交关系，可把式

（１８）进一步简化为

Ｌ＝πρａω２∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
Ａ２ｍｎ

２
２ｎ＋１×

　（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！－

πσ
ａ２
［∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝１
Ａ２ｍｎ（ｎ（ｎ＋１）－

　２） ｎ
２

２ｎ＋１
（ｎ＋ｍ）！
（ｎ－ｍ）！］ （２０）

利用瑞利－里兹法，系统满足

Ｌ
Ａｍｎ

＝０ （２１）

将式（２０）代入上式，并利用 Ａｍｎ不能同时为零
的条件，可得

ω２＝ｎ（ｎ－１）（ｎ＋２）σ
ρａ３

（２２）

上式为失重球形液滴的自由晃动频率，与文献［３］
中的结果一致．考虑上式和式（１５）速度势函数可
得各阶模态，在此不再赘述．

３　结论

本文用瑞利－里兹法研究了失重环境中液滴
的自由晃动问题，得到了其自由晃动的频率和模

态，与利用表面动力学条件得到的结果一致．由于
能量的法的优点，本文的方法可用于研究失重环境

中液滴和结构的耦合振动问题．
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