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Ｑｉ系统的 Ｈｏｐｆ分叉分析与幅值控制
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摘要　通过非线性状态反馈，不改变Ｈｏｐｆ分叉点，实现对四维Ｑｉ系统极限环的幅值控制．推导出Ｑｉ系统在

第一类非零平衡点上产生Ｈｏｐｆ分叉的条件，绘制第一类平衡点的分叉图．采用ｗａｓｈｏｕｔｆｉｌｔｅｒ非线性控制律，

利用中心流形定理对受控系统降维，得到极限环的幅值与控制增益之间的近似解析式．通过数值模拟以及

幅值解析解与数值解的比较，验证幅值预测的正确性与控制的有效性．

关键词　Ｑｉ系统，　Ｈｏｐｆ分叉，　极限环，　幅值控制

引 言

非线性动力系统分叉控制具有重要的理论研

究和实际应用价值，其理论、方法及应用在文献

［１］已有系统的阐述．分叉控制的主要任务是设计
控制律改变非线性系统的分叉特性，获得所需要的

动力学行为，例如，创建 Ｈｏｐｆ分叉［２］，倍周期分叉

控制［３］，分叉稳定性控制［４］，极限环幅值控制［５］

等；其控制方法主要有谐波平衡法［６］，多尺度

法［７］，状态反馈控制法［８］以及时滞反馈控制［９］等．
四维Ｑｉ系统的每个方程都具有三次交叉乘积的强
非线性项，数值计算表明它具有极其复杂的非线性

动力学现象［１０］，如 Ｈｏｐｆ分叉，倍周期分叉，混沌以
及暂态混沌［１１］等．本文分析 Ｑｉ系统的 Ｈｏｐｆ分叉
行为，研究其极限环幅值的非线性控制问题．通过
推导该系统在第一类平衡点和第二类平衡点上产

生Ｈｏｐｆ分叉的条件，得到确定 Ｈｏｐｆ分叉点的各参
数之间的关系式．采用 ｗａｓｈｏｕｔｆｉｌｔｅｒ非线性控制
律，利用中心流形定理对受控系统降维，得到极限

环的幅值与控制增益之间的近似解析式．

１　Ｈｏｐｆ分叉分析

考虑如下Ｑｉ系统：
ｘ１＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋ｘ２ｘ３ｘ４
ｘ２＝ｂ（ｘ１＋ｘ２）－ｘ１ｘ３ｘ４
ｘ３＝－ｃｘ３＋ｘ１ｘ２ｘ４

ｘ４＝－ｄｘ４＋ｘ１ｘ２ｘ３ （１）
其中参数ａ，ｂ，ｃ，ｄ均为正实数．
１．１　平衡点

系统（１）具有一个零平衡点Ｓ０＝（０，０，０，０）和

两类非零平衡点［１２］．令

ｐ＝ ａ２＋６ａｂ＋ｂ槡
２， 槡ｑ＝ ｃｄ，ｇ＝ｐ＋ａ＋ｂ，

ｈ＝ｐ－ａ＋ｂ，ｍ＝ｐ－ａ－ｂ，ｎ＝ｐ＋ａ－ｂ
且

ｘ１１＝ ｇｑ／（２ａ槡 ），ｘ２１＝ ２槡ａｑ／ｇ，

ｘ３１＝ ｈｄ／（２ａ槡 ），ｘ４１＝ ｈｑ／（２ｄ槡 ） （２）

ｘ１２＝ ｍｑ／（２ａ槡 ），ｘ２２＝ ２槡ａｑ／ｍ，

ｘ３２＝ ｎｄ／（２ａ槡 ），ｘ４２＝ ｎｑ／（２ｄ槡 ） （３）
则第一类非零平衡点为

Ｓ＋１＋＝（ｘ１１，ｘ２１，ｘ３１，ｘ４１），Ｓ
＋
１－＝（ｘ１１，ｘ２１，－ｘ３１，－ｘ４１），

Ｓ－１＋＝（－ｘ１１，－ｘ２１，ｘ３１，ｘ４１），

Ｓ－１－＝（－ｘ１１，－ｘ２１，－ｘ３１，－ｘ４１） （４）
第二类非零平衡点为

Ｓ＋２＋＝（ｘ１２，ｘ２２，ｘ３２，ｘ４２），Ｓ
＋
２－＝（ｘ１２，ｘ２２，－ｘ３２，－ｘ４２），

Ｓ－２＋＝（－ｘ１２，－ｘ２２，ｘ３２，ｘ４２），

Ｓ－２－＝（－ｘ１２，－ｘ２２，－ｘ３２，－ｘ４２） （５）
１．２　Ｈｏｐｆ分叉点

系统（１）在零平衡点Ｓ０的线性化矩阵总存在一

个特征根λ１＝
１
２（－ａ＋ｂ＋ ａ

２＋６ａｂ＋ｂ槡
２）＞０，则

平衡点Ｓ０是鞍点，且在平衡点Ｓ０不会产生分叉．
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由于第一类非零平衡点具有良好的对称性，理论

上我们只分析平衡点Ｓ＋１＋的稳定性问题．令ｅ＝２ａｂ×

（ａ＋３ｂ－ｐ），ｆ＝２ａｂ（３ａ＋ｂ＋ｐ），ｒ＝ａ３＋３ａ２ｂ－３ａｂ２－
ｂ３，则在平衡点Ｓ＋１＋上，系统（１）的线性化矩阵为

－ａ ｇ
２

槡ｃｅ
２ｂ

槡ｄｅ
２ｂ

－ｍ２ ｂ －槡ｃｆ２ａ －槡ｄｆ２ａ

槡ｃｅ
２ｂ

槡ｃｆ
２ａ －ｃ ｑ

槡ｄｅ
２ｂ

槡ｄｆ
２ａ























ｑ －ｄ

（６）

矩阵（６）所对应的特征方程为
ｆ（λ）＝λ４＋Ａ１λ

３＋Ａ２λ
２＋Ａ３λ＋Ａ４＝０ （７）

其中

Ａ１＝ａ－ｂ＋ｃ＋ｄ，

Ａ２＝（ｃ＋ｄ）（ａ－ｂ＋
１
２ａｂ（（ａ

２＋ｂ２）ｐ－ｒ）），

Ａ３＝ｐｈ（ｃ＋ｄ）＋
２ｃｄ
ａｂ（（ａ

２＋ｂ２）ｐ－ｒ），

Ａ４＝４ｃｄｐｈ
注：上述各式中ｇ，ｍ，ｐ，ｑ含义与１．１节所设相同．

根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，平衡点Ｓ＋１＋稳定的条
件是：

Ａ１＞０，Ａ２＞０，Ａ４＞，

Ａ３（Ａ１Ａ２－Ａ３）－Ａ４Ａ
２
１＞０ （８）

由于ａ，ｂ，ｃ，ｄ均大于零，条件（８）简化为
ａ－ｂ＋ｃ＋ｄ＞０ （９）
２ｔ２＋ｓｔ（ｃ＋ｄ）（ａ－ｂ＋ｃ＋ｄ）＋
　４ｃｄｐｈ（ａ－ｂ＋ｃ＋ｄ）２＜０ （１０）

其中

ｓ＝２ａｂ（ａ－ｂ）＋（ａ２＋ｂ２）ｐ－ｒ，
ｔ＝－ａｂ（ｃ＋ｄ）ｐｈ－２ｃｄ（ａ２＋ｂ２）ｐ＋２ｃｄｒ．

由条件式（１０）可确定系统（１）在平衡点 Ｓ＋１＋产生
Ｈｏｐｆ分叉的分叉参数临界值．在不同的分叉参数
与系统参数下［１０］，系统（１）在平衡点产生 Ｈｏｐｆ分
叉的分叉值见表１．对于表中前两组数据的Ｈｏｐｆ分
叉理论值分别与文献［１０］中的分叉图１４（ａ）和图
１２（ｂ）的数值结果相吻合；ａ０＝８．３７８２和 ｂ０＝４．
２３６３均为超临界Ｈｏｐｆ分叉值．表中后两组数据对
于文献［１０］的数值模拟作了有益的补充，ｃ０＝５０６．
８２和ｄ０＝３６．６６２６均为亚临界Ｈｏｐｆ分叉值．

表１　不同参数下系统（１）在平衡点Ｓ＋１＋的Ｈｏｐｆ分叉值

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓａｔｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ｐｏｉｎｔＳ＋１＋ｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ａ ｂ ｃ ｄ

ｂ＝１０ ａ＝３０ ａ＝３０ ａ＝３５
ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅ ｃ＝１１０ ｃ＝１ ｂ＝１０ ｂ＝１０

ｄ＝１０ ｄ＝１０ ｄ＝１０ ｃ＝１
ＨｏｐｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ｖａｌｕｅ
ａ０＝８．３７８２ｂ０＝４．２３６３ｃ０＝５０６．８２ｄ０＝３６．６６２６

１．３　Ｈｏｐｆ分叉数值模拟

当系统参数ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ为分叉参

数时，系统（１）的局域分叉图如图１（ａ）、（ｂ）所示，

其中图１（ａ）中初值ｘ４０＞０，图１（ｂ）中初值ｘ４０＜０．

ａ０＝８．３７８２为超临界 Ｈｏｐｆ分叉值．在不同区域选

取初值，分别得到在第一类四个平衡点邻域的４个

极限环，如图２所示；其中，图２（ａ）对应于平衡点

Ｓ－１＋（初值 ｘ２０＜０，ｘ４０＞０），图２（ｂ）对应于平衡点

Ｓ＋１＋（初值ｘ２０＞０，ｘ４０＞０），图２（ｃ）对应于平衡点

Ｓ－１－（初值 ｘ２０＜０，ｘ４０＜０），图２（ｄ）对应于平衡点

Ｓ＋１－（初值ｘ２０＞０，ｘ４０＜０）．

图１　系统（１）的局域分叉图（ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０）；

初值（ａ）ｘ４０＞０，（ｂ）ｘ４０＜０

Ｆｉｇ．１　Ｌｏｃａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈ

ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０ａｎｄｄｅｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓ（ａ）ｘ４０＞０，（ｂ）ｘ４０＜０

图２　系统（１）的极限环轨迹（ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ＝１０）

Ｆｉｇ．２　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓ

ｉｎｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０ａｎｄａ＝１０

２４１
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２　Ｈｏｐｆ分叉的幅值控制

２．１　非线性控制

不改变系统的Ｈｏｐｆ分叉点，采用Ｗａｓｈｏｕｔｆｉｌｔｅｒ

非线性控制律，对系统（１）作如下控制：

ｘ１＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋ｘ２ｘ３ｘ４
ｘ２＝ｂ（ｘ１＋ｘ２）－ｘ１ｘ３ｘ４
ｘ３＝－ｃｘ３＋ｘ１ｘ２ｘ４＋ｕ

ｘ４＝－ｄｘ４＋ｘ１ｘ２ｘ３
ｖ＝ｘ１－ξｖ （１１）

其中控制律ｕ＝ｋｎ（ｘ１－ξｖ）
３，ｋｎ为待定非线性控制

增益，ξ为一个大于零的时间常数．受控系统（１１）

没有改变原系统（１）的平衡点．

与前述对原系统的分析一致，设系统参数 ｂ＝

１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ为分叉参数．取控制器时间常

数ξ＝０．５，考虑受控系统（１１）的第一类平衡点

Ｓ＋ｋ１＋＝（ｘ１１，ｘ２１，ｘ３１，ｘ４１，ｖ１）
Ｔ，其中 ｖ１ ＝ｘ１１／ξ．作线

性变换 ｘ＝ｘｓ１＋Ｐｙ，其中 ｘｓ１＝（ｘ１１，ｘ２１，ｘ３１，ｘ４１，

ｖ１）
Ｔ，

Ｐ＝

０ １ １ １ ０

１．３６６１ －０．４８６６ －０．２０３７ －１．４２９４ ０

０．５７２８ ０．４８２０ －０．０２３８ －２．９７８ ０

－０．０７７３ １．０５５８ －０．４００２ １．２９１４ ０

－０．０２３０ ０．０００３ －０．０６３１ －０．００９８ －０．

















５

得到受控系统（１１）的Ｊｏｒｄａｎ标准型

ｙ１＝－４３．４２６３ｙ２＋ｇ１（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ），

ｙ２＝４３．４２６３ｙ１＋ｇ２（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ），

ｙ３＝－１６．３４９５ｙ３＋ｇ３（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ），

ｙ４＝－１０２．０２９ｙ４＋ｇ４（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ），

ｙ５＝－０．５ｙ５＋ｇ５（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ）















．

（１２）

上式中ｇｉ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｋｎ）（ｉ＝１，２，３，４）为非

线性项，其具体表达式决定着极限环的大小，限于

篇幅，此处省略．

２．２　极限环幅值表达式

通过特征方程（７）对分叉参数ａ的求导ｆ′λ（λ）×

λ′ａ＋ｆ
′
ａ（λ）＝０可以得到，在 ａ＝ａ０处虚数特征根

对ａ的导数λ′（ａ０）的实部和虚部分别为

α′（０）＝１．０５９６，ω′（０）＝０．５０５１ （１３）

将系统（１２）右端的非线性项以及式（１３）代入文献

［１３］中计算稳定性指数的各特征量，得到稳定性

指数：

β２＝－０．９５３１＋０．２６６９ｋｎ （１４）

为保证极限环稳定应有 ｋｎ＜３．５７１．由式（１４），当

ｋｎ＝０时，对应于原系统的稳定性指数 β２＜０，又由

式（１３）知α′（０）＞０，故系统（１）在 ａ＝ａ０＝８．３７８２

点Ｈｏｐｆ分叉为超临界，极限环稳定，与数值结果分

叉图（１）吻合．

在ａ＝ａ０邻域受控系统（１１）的极限环幅值近

似解为ρ －２α′（０）（ａ－ａ０）／β槡 ２，代入式（１３）和

式（１４），得到在ａ＝ａ０＝８．３７８２邻域极限环幅值的

近似解析式：

ρ１．４９１１ １
１－０．２８ｋｎ

（ａ－８．３７８２
槡

） （１５）

可见，调节 ｋｎ值可以改变极限环幅值 ρ的大

小［１４－１７］．

２．３　幅值控制数值模拟

受控系统（１１）的极限环幅值与控制增益关系

曲线如图３所示．图中离散点为ｋｎ～ρ关系的数值

图３　受控系统（１１）的极限环幅值

与控制增益（ｋｎ～ρ）关系曲线（ａ＝１０）

Ｆｉｇ．３　Ｇａｉｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｋｎ～ρ）

ｃｕｒｖｅｓｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（１１）（ｗｉｔｈａ＝１０）

模拟结果，由式（１５）绘制ｋｎ～ρ解析关系曲线如图

３中的实线所示．随着 ｋｎ远离右极限值（３．５７１），

解析近似结果的误差值逐渐减小；当 ｋｎ＜２．０时，

３４１
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幅值近似解相对于数值解的误差均小于３．５％．当

ｋｎ＞０时，受控系统极限环幅值增大．

图４为受控系统（１１）（ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ

＝１０）在不同区域的初值条件下得到的四个极限

环，它们分别产生于四个第一类平衡点．根据式

（１５），取控制增益 ｋｎ＝－１时，极限环幅值从 １．

８９８９减小到１．６７８４，数值解（相应于在 ｘ１轴上的

投影）为１．６６７４，相对误差为０．６６％．

图４　受控系统（１１）的极限环

（ｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ＝１０，ｋｎ＝－１）

Ｆｉｇ．４　Ｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｉｎｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（１１）

ｗｉｔｈｂ＝１０，ｃ＝１１０，ｄ＝１０，ａ＝１０ａｎｄｋｎ＝－１

３　结论

推导四维Ｑｉ系统在第一类非零平衡点上产生

Ｈｏｐｆ分叉的条件，得到了确定 Ｈｏｐｆ分叉点的参数

关系式．采用 ｗａｓｈｏｕｔｆｉｌｔｅｒ非线性控制律，利用中

心流形定理对受控系统降维的方法，得到了极限环

的幅值与控制增益之间的近似解析式，调节控制增

益可以改变极限环幅值的大小，从而实现了不改

变Ｈｏｐｆ分叉点对极限环的幅值控制．数值模拟以

及幅值解析解与数值解的比较，验证了幅值预测的

正确性与控制的有效性．对于第二类非零平衡点

Ｈｏｐｆ分叉的产生问题有待进一步研究．
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