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一类含阶跃干扰的切换系统最优控制

向峥嵘　王春芳
（南京理工大学自动化学院，南京　２１００９４）

摘要　研究了一类含阶跃干扰的切换系统的二次最优控制问题，其中切换系统的切换序列、切换次数固定．

采用动态规划方法，利用多级决策和改进的遗传算法来得到最优切换时刻和最优控制输入．最后通过一个

数值例子说明了本文方法的有效性．
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引 言

近年来，切换系统已经成为目前控制界研究的

热点之一，其在化工过程、制造过程、交通控制等领

域都得到了广泛的应用．有关切换系统的最优控制
问题也取得了一些成果．Ｂｏｒｒｅｌｌｉａ［１］等针对分段仿
射系统用动态规划法解决了有限时间有约束的离

散时间线性混杂系统的优化控制．Ｘｕ［２］等针对切
换次序固定、切换时刻可变情形，提出两阶段法研

究最优控制问题，两阶段法为切换系统的最优问题

研究构建了基本框架．Ｒｉｅｄｉｎｇｅｒ［３］等运用极大值原
理和动态规划结合的方法研究了混杂系统的线性

二次优化问题．Ｅｇｅｒｓｔｅｄｔ［４］等采用梯度下降算法研
究了切换次序部分可变下的最优控制问题．Ｓｅａｔｚｕ
等［５］针对分段仿射连续切换系统，研究了切换总次

数固定、切换次序、切换时刻均可变时的最优控制．
Ｂｅｎｇｅａ［６］等针对两个子系统构成的切换系统，研
究了切换次序、切换时刻均可变时的最优控制问

题．Ｓｕｎ［７］讨论了切换系统无穷时间（即）优化问题
的最优解与切换系统可镇定之间的联系．对于含有
阶跃干扰的切换系统最优控制问题，目前还没有见

到研究结果．
本文针对一类含有阶跃干扰的切换系统，研究

了在切换序列、切换次数固定，切换时刻可变时情

况下的最优控制问题，利用动态规划方法，将多级

决策问题转化为多个单级决策过程，然后利用改进

的遗传算法，寻求最优切换时刻和系统性能指标的

最优值．

１　问题的描述

考虑含有外界阶跃干扰ξ（ｔ）的切换系统方程
ｘ＝Ａｉｘ（ｔ）＋Ｂｉ［ξ（ｔ）－ｕ（ｔ）］，ｘ（ｔ０）＝ｘ０ （１）

式中ｘ∈Ｒｎ，ｕ∈Ｒｒ，Ａｉ，Ｂｉ分别表示第ｉ个子系统对
应的相应维数的常值矩阵，ξ（ｔ）是等效作用在系统
输入端的ｒ维外界干扰变量，并假设它的每个分量
都是阶跃函数，ｉ为子系统标识，ｉ＝１，２，…，Ｋ．

考虑如下形式的性能指标

Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋（ξ－ｕ）ＴＳ（ξ－ｕ）＋ｕＴＲｕ］ｄｔ

（２）
式中：常数加权矩阵 Ｑ∈Ｒｎ×ｎ，Ｓ∈Ｒｒ×ｒ，Ｒ∈Ｒｒ×ｒ均
为正定矩阵，第二项（ξ－ｕ）ＴＳ（ξ－ｕ）表示一部分
控制用于抵消干扰，另一部分控制用来调节系统状

态，积分函数中增加了对控制量变化率的限制，即

ｕＴＲｕ，以便于工程实现．
切换子系统的个数Ｋ∈（０，∞）；子系统切换时

刻ｔｋ∈［ｔ０，ｔｆ］，ｔ０ｔ１ｔ２…ｔｋｔｆ；切换序列 δ
从ｔ０到 ｔｆ定义为：δ＝｛（ｔ０，ｅ０），（ｔ１，ｅ１），…，（ｔｋ，
ｅｋ）｝，其中：０Ｋ∞，ｔ０ｔ１…ｔｋｔｆ．

本文研究在切换序列、切换次数都固定，切换

时刻可变时情况下系统的最优控制，即寻找最优切

换时刻ｔｋ（ｋ＝１，２，…，Ｋ），最优控制输入ｕ，使切换
系统的性能指标（２）达到极小值．

２　切换系统的二次最优控制

基于动态规划思想，将切换系统的二次最优控
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制问题转变为多级决策问题．所谓多级决策过程是
指把一个过程分成若干阶段，每个阶段都作出决

策，以使整个过程取得最优效果．根据最优性原理，
多级决策过程的最优策略具有这样的性质，不论初

始状态和初始决策如何，当把其中任何一级和状态

再作为初始级和初始状态时，其余的决策对此必定

也是一个最优策略．
第一步，求解时间［ｔＫ，ｔｆ］上线性二次最优控

制．
此时系统切换到第 Ｋ个子系统 ｘ＝ＡＫｘ（ｔ）＋

ＢＫ［ξ（ｔ）－ｕ（ｔ）］，性能指标为 ＪＫ ＝
１
２∫

ｔｆ

ｔＫ

［ｘＴＱｘ＋

（ξ－ｕ）ＴＳ（ξ－ｕ）＋ｕＴＲｕ］ｄｔ，计算此时的最优控制
律为

ｕＫ（ｔ）＝－Ｋ３（Ｋ）ｘ（ｔ）－∫
ｔｆ

ｔＫ

Ｋ４（Ｋ）ｘ（τ）ｄτ＋

　ｕ（ｔＫ）＋Ｋ３（Ｋ）ｘ（ｔＫ），
其中

Ｋ１（Ｋ）＝Ｒ
－１ＰＴ１２（Ｋ），Ｋ２（Ｋ）＝Ｒ

－１Ｐ２２（Ｋ），

Ｋ３（Ｋ）＝Ｋ２（Ｋ）（Ｂ
Ｔ
ＫＢＫ）

－１ＢＴＫ，

Ｋ４（Ｋ）＝Ｋ１（Ｋ）－Ｋ２（Ｋ）（Ｂ
Ｔ
ＫＢＫ）

－１ＢＴＫＡＫ，
其中

ＰＫ＝
Ｐ１１（Ｋ） Ｐ１２（Ｋ）
ＰＴ１２（Ｋ） Ｐ２２（Ｋ[ ]

）

．

最优性能指标为ＪＫ ＝
１
２
珋ｘＴ（ｔＫ）ＰＫ珋ｘ（ｔＫ），它是ｔＫ的

函数．
第二步，求解区间［ｔＫ－１，ｔＫ］上的二次最优控

制．
系统切换到第Ｋ－１个子系统 ｘ＝ＡＫ－１ｘ（ｔ）＋

ＢＫ－１［ξ（ｔ）－ｕ（ｔ）］上，性能指标为 ＪＫ－１ ＝
１
２∫

ｔＫ

ｔｋ－１
［ｘＴＱｘ＋（ξ－ｕ）ＴＳ（ξ－ｕ）＋ｕＴＲｕ］ｄｔ，此时

的最优控制输入为

ｕＫ－１（ｔ）＝－Ｋ３（Ｋ－１）ｘ（ｔ）－∫
ｔＫ

ｔｋ－１
Ｋ４（Ｋ－１）ｘ（τ）ｄτ＋

　ｕ（ｔＫ－１）＋Ｋ３（Ｋ－１）ｘ（ｔＫ－１）
其中

Ｋ１（Ｋ－１）＝Ｒ
－１ＰＴ１２（Ｋ－１），Ｋ２（Ｋ－１）＝Ｒ

－１Ｐ２２（Ｋ－１），

Ｋ３（Ｋ－１）＝Ｋ２（Ｋ－１）（Ｂ
Ｔ
Ｋ－１ＢＫ－１）

－１ＢＴＫ－１，

Ｋ４（Ｋ－１）＝Ｋ１（Ｋ－１）－Ｋ２（Ｋ－１）（Ｂ
Ｔ
Ｋ－１ＢＫ－１）

－１ＢＴＫ－１ＡＫ－１．

最优性能指标为ＪＫ－１＝
１
２
珋ｘＴ（ｔＫ－１）ＰＫ－１珋ｘ（ｔＫ－１），它

是ｔＫ－１，ｔＫ的函数．
依此下去，最后得到切换系统的最优控制为

ｕＫ－ｉ（ｔ）＝－Ｋ３（Ｋ－ｉ）ｘ（ｔ）－∫
ｔｉ

ｔｉ－１
Ｋ４（Ｋ－ｉ）ｘ（τ）ｄτ＋

　ｕ（ｔｉ－１）＋Ｋ３（ｋ－ｉ）ｘ（ｔｉ－１），ｔ∈［ｔｉ－１，ｔｉ］
　（ｉ＝１，２，…，Ｋ）

最优性能指标为Ｊ ＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐｘ（ｔ０），它实际上是

ｔ１，ｔ２…，ｔＫ的函数．

最后可用改进的遗传算法［８］来求得最优切换

时刻ｔ１，ｔ２…，ｔＫ和最优性能指标的值．

３　数值算例

考虑系统 （１），其中：Ａ１ ＝
１　１[ ]１　０

，Ａ２ ＝

０　０[ ]１　０
，Ｂ１＝[ ]０１，Ｂ２＝[ ]１０，ｘ（０）＝[ ]０１，性能指标

为（２）式，其中：Ｑ＝
１　０[ ]０　１

，Ｒ＝１，Ｓ＝１．系统由子

系统１切换至子系统２并最终停留在系统２．求切
换时刻ｔ，使性能指标Ｊ最小．

由上节可得切换系统切换到子系统２时，

Ｐ２＝
５．６４９４　２．６４９４　２．５０９８
２．６４９４　２．５０９８　１．００００
２．５０９８　１．００００　２．









６４９４
；

Ｋ１＝［２．５０９８　１．００００］；Ｋ２＝２．６４９４；
Ｋ３＝［２．５０９８　０］；Ｋ４＝［５．５０９８　１．００００］．
切换到子系统１时，

Ｐ１＝
２．４１４２　２．４１４２　１．００００
２．４１４２　４．８２８４　２．４１４２
１．００００　２．４１４２　２．









４１４２
；

Ｋ１＝［１．００００　２．４１４２］；Ｋ２＝２．４１４２；
Ｋ３＝［０　２．４１４２］；Ｋ４＝［１．００００　２．４１４２］．
利用改进的遗传算法，进化代数设为２００代，

种群设为５０，染色体长度为２２，交叉概率０．８，变异
概率０．００１，精英保留个数２，最终得到最小值为 Ｊ
＝１．３７３２．

４　结论

研究了一类含阶跃干扰的切换系统的二次最

优控制问题，已知切换序列和切换次数，求解最优

切换时刻和最优性能指标，采用改进的遗传算法搜

９３１
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索最优解，最后通过一个例子说明了此算法的有效

性．
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