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飞轮调速器反馈控制系统的混沌及控制
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摘要　建立了飞轮调速器反馈控制系统的动力学方程，利用系统的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图分析了系统的混

沌形成过程．通过对飞轮调速器反馈控制系统增加一个比例微分反馈控制器，利用它控制系统从混沌运动

转化为周期运动．数值仿真表明了该控制方法在飞轮调速器反馈控制系统的混沌控制中的有效性与可行

性，可利用适当的控制强度镇定系统中不稳定的周期轨道．
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引 言

近几年，混沌科学的研究涉及到各个领域，从

对混沌现象的观察及范例的研究转向寻找各学科

之间混沌行为的相互制约及内在联系，由于混沌控

制在工程技术上的重大研究价值和十分诱人的应

用前景，混沌控制问题引起了国际上非线性动力系

统和工程控制专家的极大关注，成为了非线性科学

研究的热点之一．Ｏｔｔ，Ｇｒｅｂｏｇｉ和 Ｙｏｒｋｅ［１］提出控制
混沌的方法之后，国内外提出了许多不同的混沌控

制方法［２－５］，典型的方法主要有自适应控制法［６］、

参数周期扰动法［７］、周期激励法［８］、连续反馈控制

法［９］等．总的说来，适用于各种情形下的混沌控制，
从控制原理上可分为无反馈控制法和反馈控制法．
无反馈控制方法，可以使系统的运动有较大改变，

从而脱离混沌响应区域；而反馈控制法，可以保留

系统原有的动力学性质，并且只需要较小的控制信

号．文献［１０］利用线性反馈方法控制混沌运动，实
现Ｌｉｕ系统的混沌同步．文献［１１］采用了五种方法
设计了混沌系统的反馈控制器，实现了系统混沌的

控制，利用适当的控制强度控制到稳定的周期轨

道．
本文讨论了飞轮调速器反馈控制系统的分岔

和混沌的形成过程，并利用比例微分反馈控制方法

实现了对混沌的控制．利用该方法可将系统的混
沌运动控制到稳定的周期１轨道上，从而验证了该
方法的有效性和可行性．

１　调速器系统的力学模型

图１为飞轮调速器反馈控制系统［１２］．发动机
带动飞轮以角速度 ω转动，飞轮通过齿轮箱与轴
联结，轴旋转角速度为ｎω，轴端铰接两个长度为 ｌ
的杆：杆１和杆２，杆１和杆２的另外一端再连接两
个质量为ｍ的刚性球，然后通过另外两个杆：杆３
和杆４与一套筒相连．轴上套有一倔强系数为 ｋ
的弹簧，弹簧一端顶在套筒的端面上．离心调速器
可调节蒸汽机的蒸汽流量 Ｑ（或内燃机的燃油流
量），使飞轮以恒定转速ω０转动．当 Δω＝ω－ω０瓪
０时，杆将上下移动，θ为控制变量．

便于对系统进行分析，先做以下基本假设：

１）忽略杆和弹簧的质量．
２）假设轴头的粘性摩擦系数为ｃ．

图１　系统的结构模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

对小球进行受力分析，根据拉格朗日方程可以

得系统的动力学方程：



第２期 王靖岳等：飞轮调速器反馈控制系统的混沌及控制

θ
¨
＝（ｎω）２ｓｉｎθｃｏｓθ＋２ｋｍｓｉｎθｃｏｓθ－

　　２ｋｌ＋ｍｇｍｌ ｓｉｎθ－ ｃ
２ｍｌ２

θ
·

Ｊω· ＝λｃｏｓθ













－Ｆ

（１）

式中：Ｊ为飞轮转动惯量，λ为比例系数，Ｆ为外部
作用力，ｇ为重力加速度．

令ｘ１＝θ，ｘ２＝θ
·

，ｘ３＝ω．将方程组（１）可写成
三维自治系统的标准形式：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝（ａ＋ｎ

２ｘ２３）ｓｉｎｘ１ｃｏｓｘ１－（ａ＋ｇ／ｌ）ｓｉｎｘ１－ｂｘ２
ｘ３＝（λｃｏｓｘ１－Ｆ）

{
／Ｊ

（２）

其中：ａ＝２ｋ／ｍ，ｂ＝ｃ／２ｍｌ２．令方程（２）右端等于零，

则可求得系统的平衡点为（ａｒｃｃｏｓ（Ｆ／λ），０，±槡γ／
ｎ）．其中：γ＝ｇλ＋ａｌ（λ－Ｆ）／Ｆｌ．

２　系统的混沌形成过程

在讨论系统的平衡点及其稳定性时，为了有利

于系统初始状态的研究，即施加一个非周期力 Ｆ＝
（Ｐ＋λｃｏｓθ０）－Ｐ

′
１，将该作用力施加在系统动力学

方程（１）中后，但一般的调速器中所施加的外部作
用力常用的形式为 Ｆ＝（Ｐ＋λｃｏｓθ０）－Ｐ

′
１ ＋

Ｊλｓｉｎωｔ，其中Ｐ１为由于蒸汽或燃油作用产生的力
矩，Ｐ为载荷改变而产生的力矩，在给定转速 ω０
下，设Ｐ１为Ｐ

′
１，对应的角度为θ０．系统的状态方程

可化为标准的三维非自治方程：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝（ａ＋ｎ

２ｘ２３）ｓｉｎｘ１ｃｏｓｘ１－（ａ＋ｇ／ｌ）ｓｉｎｘ１－ｂｘ２
ｘ３＝（λｃｏｓｘ１－Ｆ）／Ｊ－ｃｓｉｎω

{
ｔ

（３）

图２　分岔图（λ－ｘ１）

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ（λ－ｘ１）

选取系统参数：ｎ＝４．０，ｌ＝１．８，ａ＝０．３，ω＝１．

２，ｂ＝０．４，Ｆ＝０．３，Ｊ＝１．５，ｃ＝０．８，以系统参数 λ
为分岔参数，利用四阶龙格库塔法对系统进行数值

仿真，可得到系统的局部分岔图，如图２所示．

图３　相平面图（λ＝０．７３４６）

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（λ＝０．７３４６）

图４　系统Ｐｏｉｎｃａｒé映射图（ｘ１－ｘ２）

Ｆｉｇ．４　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（ｘ１－ｘ２）

由图２可以看出，系统的运动先为稳定的周期
二运动（图３和图４（ａ）），该周期运动在分岔参数
减小至时失去其稳定性，出现二个不稳定的焦点

（图４（ｂ））．不稳定焦点在系统分岔参数进一步减
小时出现 ｈｏｐｆ分岔，即系统的运动状态出现二个
吸引不变圈（图４（ｃ））．如果改变系统的分岔参数，
这三个吸引不变圈失去稳定性，出现锁相（图 ４
（ｄ））．进一步减小分岔参数，系统的运动以倍周期
序列进入混沌运动状态．然后系统以逆倍周期序列
迅速进入稳定的周期运动，接着再次以倍周期序
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列进入混沌运动．图４（ｅ）和图４（ｆ）示出不同参数
下系统的混沌吸引子的形态．虽然系统都进入混沌
运动状态，但是在不同的系统参数下，其混沌吸引

子的形态却不尽相同．

３　混沌的控制

考虑如下定义的ｎ维非线性动力学系统
ｘ＝Ｆ（ｘ，μ，ｔ） （４）

这里，ｘ∈Ｒｎ，Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｉ，…，ｆｎ）是ｎ维光滑的
向量场，μ为系统的参数．当μ取一定范围的值时，
系统（１）处于混沌运动．现对式（４）所示系统的状
态变量ｘｉ取比例微分得：

ｘ′ｉ＝ｋ１ｘｉ＋ｋ２ｘｉ （５）
式中：ｋ１，ｋ２是本控制方法中两个可调参数．调整
ｋ１，ｋ２的值可实现不同的控制目标．将 ｘｉ按如下方
程进行反馈

ｘｊ＝ｆｊ（ｘ１，ｘ２，…，ｘ
′
ｉ，…，ｘｎ，μ，ｔ），，ｊ≠ｉ

ｘｊ＝ｆｊ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｎ，μ，ｔ），，ｊ＝ｉ

（ｊ＝１，２，…，ｎ）

ｘ′ｉ＝ｋ１ｘｉ＋ｋ２ｘ










ｉ

（６）

由式（６）所示的反馈方式可知：其中 Ｆ的子系
统ｆｉ不受反馈控制作用而自由演化．若子系统 ｆｊ（ｊ
＝１，２，…，ｎ，ｊ≠ｉ）中无状态变量 ｘｉ，也不受控制作
用而自由演化．即本控制方法只需对系统的一部分
子系统进行控制．这就大大减少了控制的代价和实
现控制的难度．

用上述比例微分控制器进行控制，控制后的方

程如下：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝（ａ＋ｎ

２ｘ２３）ｓｉｎ（ｋ１ｘ１＋ｋ２ｘ２）ｃｏｓ（ｋ１ｘ１＋

　ｋ２ｘ２）－（ａ＋ｇ／ｌ）ｓｉｎ（ｋ１ｘ１＋ｋ２ｘ２）－ｂｘ２
ｘ３＝（λｃｏｓｘ１－Ｆ）／Ｊ－ｃｓｉｎω













ｔ

（７）
当λ＝０．５５时，系统出现混沌，引入比例微分

控制器控制后，当ｋ１＝１．２，ｋ２＝０．０４；ｋ１＝１．２，ｋ２＝
０．２；ｋ１＝０．８，ｋ２＝０．０２和ｋ１＝０．７，ｋ２＝０．０８时，采
用四阶龙格－库塔算法对系统进行数值仿真，控制
结果的系统相图如图５所示．从图５（ａ）－５（ｄ）中
可以看出系统被控制到周期１运动轨道下．

当ｋ１＝０．８，ｋ２＝０．２和 ｋ１＝１．０，ｋ２＝０．０４时，
系统被控制到周期２运动轨道下．如图５（ｅ）和５

（ｆ）．当ｋ１＝０．８，ｋ２＝１．４和 ｋ１＝０．８，ｋ２＝１．０时，
系统被控制到周期４和周期５运动轨道下，如图５
（ｇ）和５（ｈ）．

图５　受控系统相图（ｘ１－ｘ２）

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（ｘ１－ｘ２）

４　总结

根据拉格朗日方程建立了飞轮调速器反馈控

制系统的动力学方程，求出了系统的平衡点，利用

系统的相平面图和 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图分析了系统的
混沌形成过程．利用比例微分控制器实现了系统
混沌的控制，利用适当的控制系数镇定不稳定的周

期轨道．还可以将混沌系统控制到高周期轨道．这
种反馈控制器参数可调范围大，因而在工程上易于

实现，有着巨大的优越性和良好的应用前景．

参　考　文　献

１　ＯｔｔＥ，ＧｒｅｂｏｇｉＣ，ＹｏｒｋＪＡ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｃｈａｏｓ．ＰｈｙｓＲｅｖ

Ｌｅｔｔ，１９９０，６４（１１）：１１９６～１１９９

２　ＣｈｅｎＬｉｑｕｎ，ＬｉｕＹａｎｚｈｕ．Ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｉｔｕｄｅｍｏｔｉｏｎｏｆａｍａｇ

６３１



第２期 王靖岳等：飞轮调速器反馈控制系统的混沌及控制

ｎｅｔｉｃｒｉｇｉｄｓｐａｃｅｃｒａｆｔａｎｄｉｔｓｃｏｎｔｒｏｌ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ

ｏｆＮｏｎ－ＬｉｎｅａｒＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００２，３７（３）：４９３～５０４

３　ＣｈｅｎＬｉｑｕｎ，ＬｉｕＹａｎｚｈｕ．Ａｎｏｐｅｎ－ｐｌｕｓ－ｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐ

ａｐｐｒｏａｃｈｔｏｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｔｉｃａｎｄｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ

ｍａｐｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，２００２，

１２（５）：１２１９～１２２５

４　ＰｅｎｇＢ，ＰｅｔｒｏｖＶ，ＳｈｏｗａｌｔｅｒＫ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｃｈｅｍｉｃａｌｃｈａｏｓ．

ＪＣｈｅｍＰｈｙｓ，１９９１，（９５）：４９５７～４９６３

５　ＣｈｅｎＬｉｑｕｎ，ＬｉｕＹａｎｚｈｕ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｃｈａｏｔｉｃａｔｔｉｔｕｄｅｍｏｔｉｏｎ

ｏｆｓｐａｃｅｃｒａｆｔｂｙｔｈｅｉｎｐｕｔ－ｏｕｔｐｕｔｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ．Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ

ｆüｒＡｎｇｅｗａｎｄｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｋｕｎｄＭｅｃｈａｎｉｋ，２０００，８０（１０）：

７０１～７０４

６　ＳｉｎｈｎａＳ，ＲａｍａｓｗａｍｙＲ，ＳｕｂｂａＲａｏＪ．Ａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｉｎ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃ．ＰｈｙｓｉｃａＤ，１９９０，（４３）：１１８～１２８

７　ＬｉｍａＲ，ＰｅｔｔｉｎｉＭ．ＳｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆＣｈａｏｓｂｙＲｅｓｏｎａｎｔｐａｒａ

ｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ．ＰｈｙｓＲｅｖＡ，１９９０，（４１）：７２６～７２８

８　ＢｒａｉｍａｎＹ，ＧｏｌｄｈｉｒｓｃｈＩ．Ｔａｍｉｎｇｃｈａｌｉｃｄｙｎａｍｉｃｗｉｔｈｗｅａｋ

ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ．ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ，１９９１，６６（２０）：２５４５～２５４８

９　ＰｙｒａｇａｓＫ．Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｃｏｎｔｒｏｌｏｆｃｈａｏｓｂｙｓｅｌｆ－ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ

ｆｅｅｄｂａｃｋ．ＰｈｙｓＬｅｔｔＡ，１９９２，（１７０）：４２１～４２８

１０　陈保颖．线性反馈实现Ｌｉｕ系统的混沌同步．动力学与

控制学报，２００６，４（１）：１～４（ＣｈｅｎＢａｏｙｉｎｇ．Ｌｉｎｅａｒｆｅｅｄ

ｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆＬｉｕｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００６，４（１）：１～４（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１１　ＧｅＺＭ，ＬｅｅＣＩ．Ａｎｔｉｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｓ

ｆｏｒａｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｒｏｔａｔｉｏｎａｌｍａｃｈｉｎｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈａｈｅｘａ

ｇｏｎａｌｃｅｎｔｒｉｆｕｇａｌｇｏｖｅｒｎｏｒ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，

２００５，２８２：６３５～６４８

１２　丁旺才．调速器反馈控制系统的 Ｈｏｐｆ分叉．西南交通

大学学报，２００１，３６（６）：６２４～６２８（ＤｉｎｇＷａｎｇｃａｉ．Ｈｏｐｆ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｆｌｙｗｈｅｅｌｇｏｖｅｒｎｏｒｗｉｔｈｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｄｅ

ｖｉｃｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００１，３６

（６）：６２４～６２８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１０Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ３０Ｎｏｖｅｍｂｅｒ２００７．

ＣＨＡＯＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬＩＮＦＬＹＷＨＥＥＬＧＯＶＥＲＮＯＲ

ＷＩＴＨＦＥＥＤＢＡＣＫＣＯＮＴＲＯＬＤＥＶＩＣＥ

ＷａｎｇＪｉｎｇｙｕｅ１　ＷａｎｇＨａｏｔｉａｎ２

（１．ＳｈｅｎｙａｎｇＬｉｇｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ　１１０１６８，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＳｈｅｎｙａｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ　１１０１３６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｄｙｎａｍｉｃｓｃｈａｒａｃｔｅｒｓｏｆｆｌｙｗｈｅｅｌｇｏｖｅｒｎｏｒｗｉｔｈｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｄｅｖｉｃｅｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅ
ｄｙｎａｍｉｃａｌｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｓｔａｔｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｆｌｙｗｈｅｅｌｇｏｖｅｒｎｏｒｗｉｔｈｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｄｅｖｉｃｅｗｅｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄａｃ
ｃｏｒｄｉｎｇｔｏＬａｇｒａｎｇｉａｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｃｈａｏｓｆｏｒｍｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗａｓｓｔｕｄｉｅｄｂｙｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄ
Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐ．Ａｍｅｔｈｏｄｏｆｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｃｈａｏｓｂｙｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｗａｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏｇｕｉｄｅ
ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓｔｏｗａｒｄｓｒｅｇｕｌａｒｍｏｔｉｏｎｓ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｈｏｗｓｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅａｌｌｏｗａｂｌｅｒａｎｇｅｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｖａｒｉａｂｌｅａｎｄｔｈｅｓｔｅａｄｙｏｒｂｉｔｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｕｎｄｅｒｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｗｅｒｅｏｂ
ｔａｉｎｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｃｈａｏｓ，　ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐ，　ｃｈａｏｓｃｏｎｔｒｏｌ，　ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

７３１


