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强非线性 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统分岔响应分析的 ＭＬＰ方法

钱长照

（长沙理工大学桥梁与结构工程学院，长沙　４１００７６）

摘要　同时考虑阻尼对响应频率和相位的影响，引入简单的变换，将有阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ系统进行重写，得到的新

系统在使用ＭＬＰ方法的参数变换中，待定参数不受初始条件的影响，直接应用ＭＬＰ方法有效的推导出受简

谐激励作用下的含有阻尼的强非线性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统主共振和１／３亚谐共振的分岔响应方程．首次将 ＭＬＰ方

法直接应用于含有阻尼的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，极大的推广了ＭＬＰ方法的应用范围，并对退化为无阻尼系统的结果

与现有文献结果相比较，得到满意的结论．

关键词　强非线性，　Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，　ＭＬＰ方法

引 言

强非线性问题一直是非线性科学中一个重要

而热门的课题，相对于弱非线性问题，由于有着更

强的非线性特点，求解起来比较困难，目前还没有

形成通用的求解方法．近年来，针对不同的动力系
统，力学和数学工作者提出了一些求解强非线性问

题的方法，典型的有频率增量法［１］，频闪法［２］，改

进ＬＰ法（ＭＬＰ方法）［３］等，其中改进 ＬＰ法由于其
计算推导简便，理论清晰，被广泛应用和推广，研究

了不少的强非线性问题［４－７］．
改进 ＬＰ方法的主要思路是采用参数变换，将

非线性项的非小参数系数转化为小参数形式，进一

步利用ＬＰ方法求解．由于参数变换公式中隐含条
件是要求振动频率是不随时间变化的，因此对于很

多含有阻尼项的系统进行求解待定参数的过程中，

都遇到难以消除长期项的问题，在求解复杂问题

时，文［８］的做法是用假设同时存在初始位移和初
始速度的方法消除长期项．也就是说先求得依赖于
初始条件的待定参数，随后用参数变换将强非线性

动力系统转化为弱非线性系统，然后再用多尺度方

法进行分析．这种方法在求解一些强非线性问题中
取得了很好的效果，但整个计算过程是相当复杂

的．事实上，对于受迫振动的系统，响应频率是满足
频率不随时间变化条件的，无法消除长期项的主要

问题是因为以往对改进ＬＰ方法的研究中没有考虑

到阻尼对相位的影响［９－１２］．本文研究受简谐激励
作用的含有阻尼项的强非线性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统

ｘ̈＋ω２０ｘ＋ε（μｘ＋βｘ
３）＝Ｆｃｏｓω （１）

其中 ε为非小量参数．首先对系统进行变换，同时
考虑共振响应的频率和相位变化，令 τ＝ωｔ－θ，Ｈ
＝Ｆｃｏｓθ，Ｋ＝Ｆｓｉｎθ，则系统可重写为
ω２ｘ＂＋ω２０ｘ＋ε（μωｘ

′＋βｘ３）＝Ｈｃｏｓτ＋Ｋｓｉｎτ

（２）
应用ＭＬＰ方法可获得主共振和１／３亚谐共振

的分岔响应方程．

１　主共振响应

对于主共振情况，首先引入代换 Ｈ→εＨ，Ｋ→
εＫ，并令

ω２＝ω２０＋εω１＋ε
３ω２＋… （３）

引入变换参数

α＝
εω１

ω２０＋εω１
（４）

显然，上式可写为

ε＝
αω２０

（１－α）ω１
（５）

代入（５）式，则（５）式可重写为

ω２＝
ω２０
１－α

（１＋δ２α
２＋δ３α３＋…） （６）

或

ω＝ω０ １＋
１
２α＋（

３
８＋
δ２
２）α

２＋[ ]… （７）
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假设ｘ可展开为关于α的级数形式
ｘ＝ｘ０＋αｘ１＋α

２ｘ２＋… （８）
将（５）～（８）式代入到方程（２）比较方程两边 α的
系数可得

ｘ＂０＋ｘ０＝０ （９）

ｘ＂１＋ｘ１＝ｘ０－
１
ω１
（μω０ｘ

′
０＋βｘ

３
０）＋

１
ω１
（Ｈｃｏｓτ＋

Ｋｓｉｎτ） （１０）
…… ……

方程（９）的解形式可以表示为
ｘ０＝Ａｃｏｓτ＋Ｂｓｉｎτ （１１）

代入到方程（１０）可得

ｘ＂１＋ｘ１＝（Ａ－
μω０
ω１
Ｂ－３β４ω１

Ａ（Ａ２＋Ｂ２）＋

　１
ω１
Ｈ）ｃｏｓτ＋（Ｂ＋

μω０
ω１
Ａ－３β４ω１

Ｂ（Ａ２＋Ｂ２）＋

　１
ω１
Ｋ）ｓｉｎτ＋ＮＳＴ （１２）

其中ＮＳＴ为不产生长期项的项，消除长期项可得

Ａ－
μω０
ω１
Ｂ－３β４ω１

Ａ（Ａ２＋Ｂ２）＋１
ω１
Ｈ＝０

Ｂ＋
μω０
ω１
Ａ－３β４ω１

Ｂ（Ａ２＋Ｂ２）＋１
ω１
Ｋ＝０ （１３）

由已知Ｈ２＋Ｋ２＝Ｆ２，再令 α２＝Ａ２＋Ｂ２代入上式可
得

（ａ－３β４ω１
ａ３）２＋（

μω０
ω１
ａ）２＝（Ｆ

ω１
）２ （１４）

或

（ω１－
３β
４ａ

２）２＋（μω０）[ ]２ ａ２＝Ｆ２ （１５）

方程（１４）（１５）即为强非线性 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统主共振
分岔响应方程．

方程（１５）两边同时对ａ２隐函数求导，可得

ω２１－４×
３
４βａ

２ω１＋３×（
３
４βａ

２）２＋（μω０ａ）
２＝０（１６）

求解上式可得

ω±１ ＝
３βａ２
２ ±１２ （

３
２βａ

２）２－（２μω０ａ）槡
２ （１７）

当（
３
２βａ

２）２－（２μω０ａ）
２＞０时，存在区间 ω－１

＜ω１＜ω
＋
１，在该区间内方程（１５）中 ａ有三个实数

解；在该区间之外，有一个实数解，即在 ω±１ 点处发

生鞍结分岔．由图１可以看出，当ω１＝ω
＋
１ ＝３βａ

２／４

时，振动幅值达到最大峰值 ａｐ＝
Ｆ
μω０
，即在该处发

生共振．

图１　μ≠０时主共振分岔响应曲线

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒμ≠０

当μ＝０时，系统对应无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，振

动幅值ａｐ＝
Ｆ
μω０
为无穷大，由图２可以清楚的看出．

此时该点的稳态解为自由振动部分确定，令初始位

移ｘ（０）＝ａ０，则由 ω１＝３βａ
２
０／４确定出响应频率近

似表达为ω＝ ω２０＋３εβａ
２
０／槡 ４，从而确定主共振响应

条件下的稳态解．解得频率结果与文献［２］所得结
果相同．说明该方法退化后结果有效．

图２　μ＝０主共振分岔响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒμ＝０

２　１／３亚谐共振

考虑１／３亚谐共振情况，令

ω２＝９ω２０＋εω１＋ε
３ω２＋… （１８）

引入变换参数

α＝
εω１

９ω２０＋εω１
　即 　ε＝

９αω２０
（１－α）ω１

（１９）

则（１８）式可改写为

ω２＝
９ω２０
１－α

（１＋δ２α
２＋δ３α３＋…） （２０）

７２１
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或

ω＝３ω０ １＋
１
２α＋（

３
８＋
δ２
２）α

２＋[ ]… （２１）

代入方程（２）可得摄动方程

ｘ＂０＋
１
９ｘ０＝

１
９ω２０
（Ｈｃｏｓτ＋Ｋｓｉｎτ） （２２）

ｘ＂１＋
１
９ｘ１＝

１
９ｘ０－

１
ω１
（３μω０ｘ

′
０＋βｘ

３
０）＋

　 １
９ω２０
（Ｈｃｏｓτ＋Ｋｓｉｎτ） （２３）

……

方程（２０）的解可表示为

ｘ０＝Ａｃｏｓ
τ
３＋Ｂｓｉｎ

τ
３＋Γ１ｃｏｓτ＋Γ２ｓｉｎτ （２４）

其中Γ１＝－
１
８ω２０
Ｈ，Γ２＝－

１
８ω２０
Ｋ．

代入到方程（２３）可得

ｘ＂１＋
１
９ｘ１＝

１
９（Ａｃｏｓ

τ
３＋Ｂｓｉｎ

τ
３）－

１
ω１
｛３μω０Ｂ＋

　β４［３Ａ（Ａ
２＋Ｂ２）＋３Γ１（Ａ

２－Ｂ２）＋６ＡＢΓ２＋

　６Ａ（Γ２１＋Γ
２
２）］｝ｃｏｓ

τ
３－
１
ω１
｛－３μω０Ａ＋

　β４［３Ｂ（Ａ
２＋Ｂ２）＋３Γ２（Ａ

２－Ｂ２）－６ＡＢΓ１＋

　６Ｂ（Γ２１＋Γ
２
２）］｝ｓｉｎ

τ
３＋ＮＳＴ （２５）

其中ＮＳＴ为不产生长期项的项，消除长期项可得

１
９Ａ－

１
ω１
｛３μω０Ｂ＋

β
４［３Ａ（Ａ

２＋Ｂ２）＋３Γ１（Ａ
２－

　Ｂ２）＋６ＡＢΓ２＋６Ａ（Γ
２
１＋Γ

２
２）］｝＝０

１
９Ｂ－

１
ω１
｛－３μω０Ａ＋

β
４［３Ｂ（Ａ

２＋Ｂ２）＋３Γ２（Ａ
２－

　Ｂ２）－６ＡＢΓ１＋６Ｂ（Γ
２
１＋Γ

２
２）］｝＝０ （２６）

令ａ２＝Ａ２＋Ｂ２，化简上式可得

（ω１－
２７β
２Λ

２－２７β４ａ
２）２＋（２７μω０）[ ]２ ａ２＝

　 ２７βΛａ２( )４
２

（２７）

即为１／３亚谐共振分岔响应方程．其中 Λ２＝Γ２１＋

Γ２２＝
１
６４ω２０

Ｆ２．

显然，方程（２７）除了存在零解外，还存在由下

面方程决定的非零解：

ω１－
２７β
２Λ

２－２７β４ａ( )２ ２＋（２７μω０）２＝２７βΛａ２( )４
２

（２８）
为了确定共振频率，即找出１／３亚谐共振分岔

位置，用（２８）式对ａ２隐含数求导得

ω１ ＝
２７
４βａ

２＋８１８βΛ
２ （２９）

当ω１＞ω１ 时，方程（２７）中ａ存在一个零解和两个

非零解，而当ω１＜ω１，方程（２７）中 ａ只存在零解，

因此ω１＝ω１ 为１／３亚谐共振分岔点．ω１ 的求解
结果与文献［５］所得高阶结果相一致．

３　 结论

本文研究了受简谐激励作用下含有阻尼项的

强非线性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，同时考虑了阻尼对响应频
率和相位的影响，利用适当的变换，使系统变成可

以直接应用ＭＬＰ方法且不受消除长期项困扰的系
统，从而有效的利用ＭＬＰ方法推导出主共振和１／３
亚谐共振的分岔响应方程，随后进行分析，并退化

成无阻尼系统与现有研究文献相比较，得到满意的

结果．本文通过简单的变换，极大的推广了 ＭＬＰ方
法的应用范围．
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