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分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的动力学研究

廖少锴　张卫
（暨南大学理工学院力学与土木工程系，暨南大学应用力学研究所，广州　５１０６３２）

摘要　在经典Ｄｕｆｆｉｎｇ振子中引入分数微分型阻尼项，推导了高效率的数值计算格式，对其表现出来的特有

的非线性现象进行讨论．研究表明：分数微分型阻尼的分数阶值较小时，振子将出现倍周期分岔并导致混

沌．在不同的外激励频率下，分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子会呈现对称性破缺、分岔、混沌等强烈的非线性现象；在

一定参数范围内，分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子较经典Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，在较小的激励下即可进入混沌．

关键词　分数微分，　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，　Ｎｅｗｍａｒｋ法

引 言

经典Ｄｕｆｆｉｎｇ振子可看作是含粘性阻尼的单摆
作大振幅振荡时非线性振动的描述，其阻尼项是基

于整数阶微积分描述的牛顿粘性阻尼．近年来越来
越多的研究表明：基于整数阶微积分算子描述的经

典的粘弹性本构关系对于相当一大类高分子阻尼

材料并不能很好地描述其力学行为．越来越多的实
验研究都表明：分数微积分型本构关系能在相当宽

的频率域范围内仅用少量参数就可以对相当一大

类高分子阻尼材料的力学行为进行很好地描

述［１－２］．
考虑分数微分型阻尼作用的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子实际

上是相当于是将高分子阻尼引入到经典的 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子系统中，研究分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子有现实
工程意义［３－６］．对于经典 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子中引入分数
微分型阻尼项后的非线性特性，本文将通过推导分

数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的数值计算格式，讨论分数
微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子非线性力学特性．

１　分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的数值方法

为讨论方便，经典Ｄｕｆｆｉｎｇ振子可写成：
Ｄ２ｘ＋ｃＤｘ－ｘ＋ｘ３＝Ｆｃｏｓ（ωｔ） （１）

上式中，Ｄ表示一阶微分算子，Ｄ２表示二阶微分算
子，同理，在后面公式中Ｄｑ表示ｑ阶微分算子（０＜
ｑ＜１），在经典 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子中引入分数微分型阻
尼，则分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子写成：

Ｄ２ｘ＋ｃＤｑｘ－ｘ＋ｘ３＝Ｆｃｏｓ（ωｔ）
０＜ｑ＜{ １

（２）

上式分数微分为 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｅ定义的分数微
分：

Ｄｑｆ（ｔ）＝ １
Γ（１－ｑ）
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　０＜ｑ＜１ （３）
考虑到分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子方程解析解很

难得到，本文将采用无条件收敛的 Ｎｅｗｍａｒｋ法构
造其数值求解单步算法，由文献［２－５］可知，分数
微分的Ｎｅｗｍａｒｋ型的Ｚｈａｎｇ－Ｓｈｉｍｉｚｕ数值算法为：
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同时，Ｎｅｗｍａｒｋ型数值积分公式为：
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将（４）式、（５）式代入到（２）式，整理得到：

ｘ３ｎ＋ｘｎ（Ａ＋ＣＥ－１）＋Ｂ＋ＣＤ－Ｆｃｏｓ（ωｔ）＝０

（６）

其中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ均为关于 ｔｎ－１时刻的函数，其
表达式为：



第２期 廖少锴等：分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的动力学研究

Ａ＝ １
βΔｔ２

（７）

Ｂ＝－ １
βΔｔ２
ｘｎ－１－

１
βΔｔ̈
ｘｎ－１－（

１
２β
－１）̈ｘｎ－１ （８）

Ｃ＝ ｃ
Γ（１－ｑ）

（９）

Ｄ＝
ｘ０
ｔｑｎ
＋Δｔ２［

ｘ０
ｔｑｎ
＋
ｘｎ－１
Δｔｑ
＋２∑

ｎ－２

ｉ＝１

ｘ（ｉΔｔ）
（ｔｎ－ｉΔｔ）

ｑ］＋

　
ｘｎ－１Δｔ

１－ｑ

１－ｑ ＋
（１－α）̈ｘｎ－１Δｔ

２－ｑ

（１－ｑ）（２－ｑ）＋

　 αβΔｔ２－ｑ
（１－ｑ）（２－ｑ） （１０）

Ｅ＝ αＡΔｔ２－ｑ
（１－ｑ）（２－ｑ） （１１）

式（６）联立Ｎｅｗｍａｒｋ型数值积分公式（５）．即构成
求解分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的数值算法．

２　力学特性研究

２．１　分数阶值减小振子由倍周期分岔通向混沌
我们知道，混沌振动表现为在极其稠密集中的

混沌吸引子中蕴含着无数的不稳定周期轨道与非

周期轨道．混沌系统对初始非常敏感，学术界将之
喻为“蝴蝶效应”．既然混沌系统对初始条件有如
此高度的“敏感性”，因此只要对系统施加非常小

的微扰，就有可能把系统从一个不稳定的周期运动

转变到另一个不稳定周期运动上去．也可能转变到
一个稳定流形上［７］．因此，在探讨分数微分型
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子非线性特性时，对初值及参数的选取
都是基于数值试验中结果稳定且便于讨论．

取ｃ＝０．３、ω＝１．２、Ｆ＝０．２，并取初值为 ｘ０＝
０．４、ｘ０＝０．２、̈ｘ０＝０．改变分数导数阶数 ｑ，分别得
到不同分数阶值下分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的时域
曲线、相图及功率谱：

图１　分数阶值为０．８时振子的时域图、相图及功率谱

Ｆｉｇ．１　ｔ－ｘｃｕｒｖｅ，ｐｈａｓｅ＆ＰＳＤｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｑ＝０．８

由上图可见，分数阶值为０．８时振子作稳定的
单周期的极限环振动，其功率谱上尖峰分别为振子

的固有频率及激励频率处的响应．

由图２可见，当分数阶值为０．６时，振子已发
生了分岔，相轨线呈旋转两圈的闭合曲线；其功率

谱上可见半频于固有频率处出现强烈的响应，即振

子发生倍周期分岔．

图２　分数阶值为０．６时振子的时域图、相图及功率谱

Ｆｉｇ．２　ｔ－ｘｃｕｒｖｅ，ｐｈａｓｅ＆ＰＳＤｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｑ＝０．６

图３　分数阶值为０．５７９时振子的时域图、相图及功率谱

Ｆｉｇ．３　ｔ－ｘｃｕｒｖｅ，ｐｈａｓｅ＆ＰＳＤｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｑ＝０．５７９

由图３可见，当分数阶值减小到０．５７９时，振
子继续出现分岔，相轨线呈旋转多圈的闭合曲线；

其功率谱上显示在１／４、１／２、３／４倍于固有频率处
及多倍速于激励频率处皆出现强烈的超谐振响应

及次谐振响应．振子继续出现倍周期分岔．

图４　分数阶值为０．５７１时振子的时域图、相图及功率谱

Ｆｉｇ．４　ｔ－ｘｃｕｒｖｅ，ｐｈａｓｅ＆ＰＳＤｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｑ＝０．５７１

图５　分数导数阶值－位移分岔图

Ｆｉｇ．５　ｆｏｒｋｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

由图４所示，当分数阶值减小到０．５７１时，相
图上出现混沌吸引子，功率谱上出现噪音背景，振
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子进入混沌．
实际上，通过分数阶值 －位移分岔图，我们可

以从全局上观察振子的倍周期分岔现象，如图５所
示，分岔点与混沌态与前述结果吻合．从分岔图上
可清晰看到振子在分数导数阶值减小时由倍周期

分岔通向混沌的过程．
２．２　不同外激励频率下振子的响应

取ｃ＝２、Ｆ＝１５、ｑ＝０．５，同时取初位移和初速
度为ｘ０＝０，ｘ０＝０改变激励频率得到不同的分数
阶振子的相图如下：

图６　不同激励频率时分数微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的相图

Ｆｉｇ．６　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌＤｕｆｆｉｎｇ

ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｗｉｔｈｖａｒｙｉｎｇｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

由图６可见，在不同激励频率下，分数微分型
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的相图出现复杂的变化，当激励频率较
大时，振子作单极限环振动，此时相轨线旋转一圈形

成封闭的环状；当激励频率为１．５５及１．４时，相图
上明显出现对称性破缺；当激励频率约为１．１５－１．
３时，相图上可见振子出现分岔，此时相轨线旋转
两周后再形成封闭的曲线；继续减小激励频率可看

到相图在约为０．７－１．１的频率区间变化不大；当
激励频率减小到小于０．６时，随着激励频率的减
小，在相图上出现混沌双吸引子，振子进入混沌．

２．３　分数阶值减小时振子进入混沌的临界力随之减小
取ｃ＝０．３、ω＝１．２，ｘ０＝０．４，ｖ０＝０．３５，作出不

同分数阶值下的激励力－位移分岔图如下：
由图７可见，随着分数阶值的减小，振子进入

混沌的临界激励也随之减小；在分数阶值较大时如

ｑ＝０．７５时分岔图上可明显看到分岔点，但当分数
阶值较小时（如当小于０．５时），分岔图上的分岔
点几乎消失，同时振子亦由倍周期分岔通向混沌演

变成准周期振动直接进入混沌．

图７　不同分数阶值时激励力－位移分岔图

Ｆｉｇ．７　Ｆｏｒｋｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ－ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈｖａｒｙｉｎｇｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ

３　总结

本文推导了分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的 Ｎｅｗ
ｍａｒｋ型单步数值计算格式，对分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子力学行为的研究表明：分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振
子具有独特的非线性动力特性，它与分数微分的阶

数密切相关，随着分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的分数
阶值不断减小，振子将出现倍周期分岔并导致混

沌；研究结果还表明分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的非
线性动力特性与外激励频率紧密相关，在不同的外

激励频率下，分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子会呈现对称
性破缺、分岔、混沌等强烈的非线性现象．研究分数
微分型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子与经典 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的分岔结
果表明：在一定参数范围内，分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振
子较经典Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，在较小的激励下即可进入
混沌．
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