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斜拉索主参数共振的稳定性分析
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摘要　研究轴向激励下斜拉索的主参数共振的稳定性问题．考虑拉索垂度和几何非线性的影响，导出了拉

索在轴向激励下的非线性参数振动方程．利用多尺度方法研究了斜拉索的主参数共振问题，并对其稳态解

的稳定性作了较详细的分析．对斜拉索的主参数共振进行了数值模拟，得到了不同阻尼、初始条件及激励幅

值作用下拉索的时程曲线．结果表明：斜拉索的固有频率与外激励参数对斜拉索稳态解的个数及其稳定性

都存在直接影响，从而对斜拉索的参数设计起到了指导作用．

关键词　多尺度法，　参数共振，　稳定性，　分叉

引 言

１９８２年Ｋｏｖａｃｓ第一次用参数激励来说明拉索
振动的机理，认为斜拉索产生大幅振动的原因与参

数激励密切相关，随后国内外很多学者对参激振动

展开了广泛而深入的研究．Ｐｉｎｔｏｄａ［１，２］等的研究结
果表明当桥面的振动频率与拉索的固有频率的比

值接近１或２时，桥面的小幅振动将会引起拉索的
大幅振动，亢战、钟万勰［３］将拉索与桥面的耦合振

动简化为一个两自由度的非线性振动系统，用精细

的时程积分方法进行了数值分析，得出了当拉索的

局部自振频率与桥面的某一低阶频率的比值落在

某一区间时，将会发生严重的参数共振，陈水生和

孙丙楠等人也对拉索轴向激励下的面内参数振动

作了较详细的分析，利用谐波平衡法得到了产生参

数共振的最小激励幅值，并对瞬态与稳态索的内力

变化作了分析．赵跃宇、蒋丽忠、王连华［４，５，６］等人

建立了索—梁组合结构的力学模型，利用多尺度方

法分析了拉索的参数振动以及可能出现的内共振，

分叉和混沌现象．文献［７］研究了悬索的超谐波共
振，并讨论了其中存在的非周期运动．文献［８－
１０］研究了索与梁的非线性动力学特性．但是，大多
数学者很少甚至没有对稳态运动的稳定性进行分

析．从很大程度上讲，工程中对平衡位置稳定性及
运动状态的稳定性的研究具有十分重要的意义，在

某些情况下，确定系统在其平衡位置上是否稳定或

研究所出现的运动状态的稳定性，比研究运动状态

本身的正确性还重要．
本文将采用斜拉索受轴向激励的力学模型，利

用多尺度方法对拉索的参数振动方程进行分析，并

对拉索稳态运动的稳定性作了较详细的讨论，最后

对拉索的主参数共振进行数值模拟，得出不同阻

尼，初始条件以及激励幅值作用下拉索的时程曲

线．

１　斜拉索参数振动的数学模型

在能体现问题本质的前提下，建立斜拉索的力

学模型时作以下基本假定：

图１　斜拉索参数振动模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｃａｂｌｅ

１）不计拉索的抗弯刚度、抗扭刚度及抗剪刚
度；

２）索的本构关系服从胡克定律并且各点受力
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均匀；

３）认为索的重力垂度曲线为抛物线．
建立如图１所示的力学模型，并设拉索的端部

激励

Ｐ（ｔ）＝Ｘｃｏｓ（Ωｔ） （１）
由牛顿定律建立拉索的运动微分方程


ｓ
Ｔ（ｚ＋ｗ）

[ ]ｓ ＝ｍｗ̈－ｍｇｃｏｓθ （２）

其中ｚ表示拉索平衡位置时重力位移，ｗ为偏离平
衡位置的动力位移，Ｔ为索的切向拉力，ｍ为索单
位长度的质量，̈ｗ表示动位移对时间的二阶导数，ｓ
为索的弧长坐标，考虑拉索的重力平衡以及小垂

度，公式（２）可以表示为：

（Ｈ＋ｈ）
２ｗ
ｘ２
＋ｈ

２ｚ
ｘ２
＝ｍｗ̈ （３）

Ｈ表示索的初始弦向张力，ｈ为索的弦向动拉力，
考虑索的端部位移，垂度，及几何非线性时，ｈ可以
表示为：

ｈ＝ＥＡＬ［Ｘｃｏｓ（Ωｔ）＋∫
ｌ

０
ｚｘｗｘｄｘ＋∫

ｌ

０

１
２ｗ

２
ｘｄｘ］

（４）
由基本假定３）可以设ｚ的方程为：

ｚ＝（ｍｇｌｃｏｓθ／２Ｈ）（ｘ－ｘ２／ｌ） （５）
取拉索的振动模态为标准弦的振动模态

ｗ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｗｎ（ｔ）ｓｉｎ（ｎπｘ／ｌ） （６）

取一阶振动模态，并计 Ｗ１＝Ｗ，将（４）、（５）和
（６）式代入（３）式可得：

π２

ｌ２
［Ｈ＋ＥＡｌ（ＸｃｏｓΩｔ＋Ｗ２ｌｍｇｃｏｓθ／πＨ＋

　Ｗ２π
２

４ｌ）］Ｗｓｉｎ（πｘ／ｌ）＋（ＥＡｍｇｃｏｓθ／Ｈｌ）×

　（ＸｃｏｓΩｔ＋Ｗ２ｌｍｇｃｏｓθ／πＨ＋Ｗ２π
２

４ｌ）＋

　ｍｓｉｎ（πｘ／ｌ）Ｗ¨＝０ （７）
采用迦辽金方法，并考虑模态阻尼，可以得到

广义的马休方程：

Ｗ¨＋ｆ５Ｗ
· ＋（ω２１＋ｆ３ｃｏｓΩｔ）Ｗ＋ｆ１Ｗ

２＋

　ｆ２Ｗ
３＋ｆ４ｃｏｓΩｔ＝０ （８）

其中：

ω２１＝ω
２
０［１＋

１
２（
２
π
）４λ２］

ω２０＝π
２Ｈ／ｍｌ２

ｆ１＝３πＥＡｇｃｏｓθ／Ｈｌ
２

ｆ２＝π
４ＥＡ／４ｍｌ４

ｆ３＝π
２ＥＡＸ／ｍｌ３

ｆ４＝４ＥＡｇＸｃｏｓθ／πＨｌ

ｆ５＝δω１／π

λ２＝［ｍｇｌｃｏｓθ／Ｈ］２ｌ／（Ｈｌｅ／ＥＡ）

ｌｅ＝ｌ［１＋
１
８（ｍｇｌｃｏｓθ／Ｈ）

２］

平方非线性是由于考虑了初始垂度引起的，而

立方非线性则是由于考虑了拉索的轴向变形引起

的．

２　多尺度法分析

为了便于求解，我们引进小参数 ε，使方程具

有如下形式：

Ｗ¨＋ω２１Ｗ＝－ε
２α３ｃｏｓΩｔＷ－ε

２α５Ｗ
· －εα１Ｗ

２－

　ε２α２Ｗ
３－ε２α４ｃｏｓΩｔ （９）

设方程具有如下形式的解：

Ｗ＝Ｗ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋εＷ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２Ｗ２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） （１０）

其中Ｔｎ＝ε
ｎｔ，ｎ＝０，１，２，并使 Ω＝２ω１＋ε

２σ，其中

σ为解谐参数
按照ε的幂次进行整理，可以得到下列方程：

ε０阶：
２Ｗ０
Ｔ２０

＋ω２１Ｗ０＝０ （１１）

ε１阶：
２Ｗ１
Ｔ２０

＋ω２１Ｗ１＝－α１Ｗ
２
０－２

２Ｗ０
Ｔ０Ｔ１

（１２）

ε２阶：
２Ｗ２
Ｔ２０

＋ω２１Ｗ２＝－２
２Ｗ０
Ｔ０Ｔ２

－２
２Ｗ１
Ｔ０Ｔ１

－

　
２Ｗ０
Ｔ２１

－α５
Ｗ０
Ｔ０
－α３Ｗ０ｃｏｓΩｔ－２α１Ｗ０Ｗ１－

　α２Ｗ
３
０－α４ｃｏｓΩｔ （１３）

ε０阶的通解可以表示为：

Ｗ０＝Ａ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）＋

　Ａ－（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（－ｉω１Ｔ０） （１４）
将（１４）式代入（１２）式，可得：

２Ｗ１
Ｔ２０

＋ω２１Ｗ１＝（－２ｉω１
Ａ
Ｔ１
）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）－

　α１［Ａ
２ｅｘｐ（２ｉω１Ｔ０）＋ＡＡ

－
］＋ｃｃ （１５）

消去长期项，可得（１２）式的特解：

Ｗ１＝
α１Ａ

２

３ω２１
ｅｘｐ（２ｉω１Ｔ０）－

２α１
ω２１
ＡＡ－＋

３１１
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α１Ａ
－２

３ω２１
ｅｘｐ（－２ｉω１Ｔ０） （１６）

其中

Ａ＝Ａ（Ｔ２）
将（１４），（１６）式代入（１３）式可得：

２Ｗ２
Ｔ２０

＋ω２１Ｗ２＝（－２ｉω１Ａ
′－α５ｉω１Ａ－

　
α３
２Ａ
－ｅｘｐ（ｉσＴ２）＋

（１０α２１－９α２ω
２
１）

３ω２１
Ａ－Ａ２）×

　ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）－（
α３
２Ａ）ｅｘｐ（３ｉω１Ｔ０）－

　
α４
２ｅｘｐ（ｉΩＴ０）＋ｃｃ （１７）

消去长期项，必须使 ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）的系数等于
零，可得：

－２ｉω１Ａ
′－α５ｉω１Ａ－

α３
２Ａ
－ｅｘｐ（ｉσＴ２）＋

　
（１０α２１－９α２ω

２
１）

３ω２１
Ａ－Ａ２＝０ （１８）

设Ａ＝１２αｅｘｐ（ｉβ），其中 α，β均为实数，分离

实部虚部可得到下式：

－ａω１β
′＋
α３ａ
４ｃｏｓ（σＴ２－２β）－

　
（１０α２１－９α２ω

２
１）

２４ω２１
ａ３＝０ （１９）

ω１ａ
′＋
α３ω１ａ
２ ＋

α３ａ
４ｓｉｎ（σＴ２－２β）＝０ （２０）

设γ＝σＴ２－２β上式可化为：

ａ′＝－
α５
２ａ－

α３ａ
４ω１
ｓｉｎγ （２１）

ａγ′＝ａσ－
α３ａ
２ω１
ｃｏｓγ＋

（１０α２１－９α２ω
２
１）

１２ω３１
ａ３ （２２）

初始时刻如果有 ｓｉｎγ＜－
２α５ω１
α３
，那么不论初

始时刻ａ多么小，只要它不为零，则能量就将通过
参数激励输入系统，导致的增长，然而这种增长将

伴随着相位γ的变化，因此也就改变了能量输入系
统的速率，当输入能量的速率和由粘性效应而被耗

散的能量的速率精确平衡时，系统达到稳态运动，

因此系统响应将被非线性限制为一有限值．

３　稳态解的稳定性分析

稳态运动发生在 ａ′＝γ′＝０，对于非平凡的情

形它们对应于下列方程组的解：

ｓｉｎγ＝－
２α５ω１
α３

（２３）

ｃｏｓγ＝－
２ω１σ
α３
－
９α２ω２１－１０α

２
１

６ω２１α３
ａ３ （２４）

平方相加后可得：

ａ＝［
１２ω３１σ

９α２ω２１－１０α
２
１
±

６ω２１
９α２ω２１－１０α

２
１
（α２３－

　４α２５ω
２
１）

１
２］

１
２ （２５）

由（２５）式可知，要想存在稳态解，必须为正，
即α２３－＞４α

２
５ω
２
１，此式表明联系激励幅值的参数α３

必须大于联系系统阻尼的参数２α５ω１，从而才能产

生持续不断的运动，当９α２ω
２
１－１０α

２
１＞０时，如果上

述条件同时被满足，当｜σ｜＜ １２ω１
（α２３－４α

２
５ω
２
１）

１
２时

有一个稳态解，而当 σ＞１２ω１
（α２３－４α

２
５ω
２
１）

１
２存在两

个稳态解；当９α２ω
２
１－１０α

２
１＜０时，如果上述条件同

时被满｜σ｜＜１２ω１
（α２３－４α

２
５ω
２
１）

１
２有一个稳态解，当

σ＜－１２ω１
（α２３－４α

２
５ω
２
１）

１
２时，存在两个稳态解．上述

各种情况下的稳态解如果是稳定的，我们就能够通

过改变拉索参数的方法在实验中观察到它们．
方程组（２１），（２２）的线性化方程的系数矩阵：

［Ａ］＝

０ －
α３ａ０
４ω１
ｃｏｓγ０

－
９α２ω

２
１－１０α

２
１

６ω３１
ａ０ －α











５

其中下标０代表稳态值，矩阵［Ａ］的特征方程为：

λ２＋α５λ－
α３（９α２ω

２
１－１０α

２
１）ａ

２
０

２４ω４１
ｃｏｓγ０＝０ （２６）

特征方程的根可以表示为如下形式：

λ１２＝－
α５
２±［

α５
４

２

＋

　
α３（９α２ω

２
１－１０α

２
１）

２４ω４１
ａ２０ｃｏｓγ０］

１
２ （２７）

由上式可知，当 ９α２ω
２
１－１０α

２
１＞０时，如果

ｃｏｓγ０为负，平衡点是稳定的结点或焦点，如果

ｃｏｓγ０为正，则平衡点是鞍点，当 ９α２ω
２
１－１０α

２
１＜０

时，如果 ｃｏｓγ０为负，则平衡点是鞍点，如果 ｃｏｓγ０
为正，平衡点是稳定的结点或焦点．结合式（２３），

４１１
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（２４），（２５）可知存在两个稳态解时，当 ９α２ω
２
１－

１０α２１＞０时，对于具有较小振幅的解 ｃｏｓγ０是正的，
从而解是不稳定的，对于具有较大振幅的解 ｃｏｓγ０
是负的，从而解是稳定的，当９α２ω

２
１－１０α

２
１＜０时，

对于具有较小振幅的解 ｃｏｓγ０是负的，所以解是不
稳定的，而对于具有较大振幅的解 ｃｏｓγ０则是正
的，从而解是稳定的．只存在一个稳态解时，当
９α２ω

２
１－１０α

２
１＞０时，ｃｏｓγ０是恒为负的，当９α２ω

２
１－

１０α２１＜０时，ｃｏｓγ０是恒为正的，所以两种情况下解

都是稳定的．而当９α２ω
２
１－１０α

２
１＝０时，此时系统是

结构不稳定的，系统将在此处出现分叉现象．

４　数值算例

斜拉索的参数如下所示：

Ａ＝７．８×１０－３ｍ３，Ｌ＝２００ｍ，θ＝２０。，
Ｈ＝４×１０６Ｎ，ｇ＝９．８ｋｇ／ｓ２，η＝０．００１，
ｍ＝４８．６２ｋｇ／ｍ，Ｅ＝２×１０１１Ｐａ

图（２），图（３）分别是当 σ取 －０．０２和０．８时，幅
值响应随激励幅值的变化规律．

图２　不同激励幅值下斜拉索的幅值响应（单值）

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｓｉｎｇｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎ）

图３　不同激励幅值下斜拉索的幅响应（多值）

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ）

正如上述分析的那样，当 ｜σ｜＜ １２ω１
（α２３－

４α２５ω
２
１）

１
２，只存在一个非平凡的稳态解，而当 σ＞

１
２ω１
（α２３－４α

２
５ω
２
１）

１
２时，存在两个非平凡稳态解，小

解是不稳定的，大解是稳定的，（注：本文所选参数

使得９α２ω
２
１－１０α

２
１＞０，当９α２ω

２
１－１０α

２
１＜０时，分析

类似）．

图４　不同激励频率下斜拉索的幅值响应

Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅ

ｆｏｒｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｃａｂｌｅ

下图表示在不同阻尼，激励幅值和初始条件下

拉索的时程曲线：

图５　索的时间历程曲线（μ＝０．００１）

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ（μ＝０．００１）

图６　索的时间历程曲线（μ＝０．０１）

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ（μ＝０．０１）
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图５表示阻尼取０．００１，初始挠度０．０１，初始
速度为０，激励幅值取０．０１时拉索的 时程曲线，而
图６仅将阻尼改为０．００２时索 的时程曲线，图７表
示将激励幅值改为０．０４ｍ时索的时程曲线，图８表
示将初始挠度改为０．１，初始速度改为０．５时拉索
的时程曲线．可以看出阻尼与激励幅值在拉索振动
中起关键作用，而初始条件对拉索振动的影响可以

忽略．

图７　激励幅值为０．０４ｍ时索的时间历程曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ

ｗｈｅｎｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｅｘｃｉｔｅｍｅｎｔｉｓ０．０４

图８　变化初始条件时索的时间历程曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ

ｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

５　结论

以斜拉索的非线性振动为背景，针对广义的马

休方程对稳态解的稳定性进行了详细的讨论，结果

表明：拉索的的固有参数与外激参数对拉索稳态解

的个数及其稳定性都存在直接影响，从而在斜拉索

参数的设置方面起到了一定的指导作用，同时发现

阻尼，激励幅值在拉索振动中起着关键作用，阻尼

越大振幅越小，激励幅值越大，拉索振幅也越大．而
初始条件对拉索振动的影响可以忽略．但是本文没
有对临界情况即时进行讨论，此时系统的结构不稳

定性决定了系统将出现分叉现象．这将是本文研究

的后续工作．
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