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结构动力方程精细直接积分法的简化计算

张继锋１　邓子辰１，２　胡伟鹏１

（１．西北工业大学力学与土木建筑学院，西安　７１００７２）（２．大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　考虑了结构动力方程转化为状态空间方程后非齐次项的特点，提出了新的简化精细直接积分法．通

过分块计算矩阵，能够减小矩阵乘法的计算量，同时分别给出了利用梯形公式、Ｓｉｍｐｓｏｎ公式、Ｃｏｔｅｓ公式、高

斯公式计算Ｄｕｈａｍｅｌ积分时的不同简化格式．与原有的精细直接积分法进行了对比，简化方法在保持高精

度的同时提高了计算效率．数值算例表明本文的简化方法的有效性，在处理大型问题和长时间仿真时将有

着很大的优势．
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引 言

由钟万勰提出的精细积分法［１］，在应用于求解

线性定常结构动力方程时，能够在数值上得到精确

解，但是这种方法需要对矩阵求逆，矩阵求逆不仅

计算量大，数值稳定性也不好，有时逆矩阵还可能

不存在，使得无法求解．为了避免矩阵求逆，人们对
非齐次项的Ｄｕｈａｍｅｌ积分进行数值积分求解．张森
文等［３］提出了状态方程直接积分法，利用辛普生积

分公式求解了Ｄｕｈａｍｅｌ积分．储德文等［４］讨论了精

细直接积分法中积分方法的选择问题，指出 Ｃｏｔｅｓ
积分和高斯积分是保持精细算法高精度的较好积

分方法．汪梦甫等［５、６］运用高斯积分计算结构动力

方程一般解中的积分项，将高斯积分与指数矩阵的

精细计算结合起来，随着插值点的增多，该方法在

理论上可以达到任意高的精度．由于插值方法都是
插值点越多精度越高，为了达到相应的精度必然会

加大插值点的数量，因而以上算法存在插值点过多

后计算量增大的问题．还有一些学者做了有益的工
作［７、８］．

本文考虑了结构动力方程转化为状态空间方

程后非齐次项的特点，提出了精细直接积分法的简

化计算方法．对矩阵分块计算，在保持原有算法高
精度的情况下提高了计算效率．同时分别给出了利
用梯形公式、Ｓｉｍｐｓｏｎ公式、Ｃｏｔｅｓ公式、高斯公式计
算Ｄｕｈａｍｅｌ积分时的简化格式，计算了每种简化格

式所提高的计算效率．

１　结构动力方程的精细积分法

１．１　结构动力方程向状态空间方程的转化
对于ｎ维线性定常结构的动力方程可表示如下：
Ｍ̈ｘ＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝ｆ（ｔ） （１）

其中初始值 ｘ（０），ｘ（０）给定，Ｍ、Ｃ、Ｋ∈Ｒｎ×ｎ（ｘ∈
Ｒｎ），ｆ（ｔ）为外部激励列向量．

对方程（１）的两边同时左乘Ｍ－１可得：

ｘ̈＋Ｍ－１Ｃｘ＋Ｍ－１Ｋｘ＝Ｍ－１ｆ（ｔ） （２）

引入状态变量Ｘ１＝ｘ，Ｘ２＝ｘ，则状态向量为Ｘ＝

｛Ｘ１，Ｘ２｝
Ｔ，可以把方程（１）转化为状态空间方程：

Ｘ
·

＝ＡＸ＋Ｆ（ｔ） （３）

其中Ａ和Ｆ（ｔ）分别为：

Ａ＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ －Ｍ－１[ ]Ｃ２ｎ×２ｎ

Ｆ（ｔ）＝
　　０

Ｍ－１ｆ（ｔ[ ]）２ｎ×１

１．２　指数矩阵的精细积分法［１］

按常微分方程理论，对于一个非齐次方程

Ｘ
·

＝ＡＸ＋Ｆ（ｔ） （４）

其解可以表示为：

Ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ［Ａ（ｔ－ｔ０）］Ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｅｘｐ［Ａ（ｔ－

　ｔ１）］Ｆ（ｔ１）ｄｔ１ （５）
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数值计算时，不需要每次都从头的 ｔ０算起，而
是由ｔｋ算到ｔｋ＋１，令ｔ＝ｔｋ＋１，ｔ０＝ｔｋ，Δｔ＝ｔｋ＋１－ｔｋ，这
样式子可以变为如下格式：

Ｘｋ＋１ ＝ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ＋∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－

　ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ （６）
现在问题就归结于求解指数矩阵上，指数矩阵

函数的加法定理给出下式：

Ｔ＝ｅｘｐ（ＡΔｔ）＝［ｅｘｐ（ＡΔｔ／ｍ）］ｍ （７）
其中ｍ为任意正整数，选用ｍ＝２Ｎ．由于Δｔ本来就
是不大的时间区间，则 τ＝Δｔ／ｍ将是非常小的区
间．这样对于τ区间内，取幂级数展开前５项就可
以达到精度，有

Ｔ＝ｅｘｐ（ＡΔｔ）＝［ｅｘｐ（Ａτ）］ｍ≈（Ｉｎ＋Ｔａ）
２Ｎ （８）

其中：Ｔａ＝Ａτ＋（Ａτ）
２［Ｉｎ＋（Ａτ）／３＋（Ａτ）

２／１２］／
２，并且Ｔａ是一个小量的矩阵．

上式有如下特点：

（Ｉ＋Ｔａ）×（Ｉ＋Ｔａ）＝Ｉ＋２Ｔａ＋Ｔａ×Ｔａ （９）
因此式（８）相当于如下循环语句：
　ｆｏｒ（ｉｔｅｒ＝０；ｉｔｅｒ＜Ｎ；ｉｔｅｒ＋＋）　Ｔａ＝２Ｔａ＋Ｔａ×Ｔａ （１０）
以上语句循环结束后，再执行：

Ｔ＝Ｉ＋Ｔａ （１１）

２　精细直接积分法的简化计算

２．１　简化计算的核心思想
当对式（６）的 Ｄｕｈａｍｅｌ项采用数值积分时，将

会出现如下矩阵运算：

Ｄ＝Ｔ２ｎ×２ｎ×Ｆ（ｔ）２ｎ×１ （１２）
对Ｔ和Ｆ（ｔ）进行如下分块：
Ｔ２ｎ×２ｎ＝［Ｔ

（１）
２ｎ×２ｎ　Ｔ

（２）
２ｎ×２ｎ］

Ｆ（ｔ）２ｎ×１＝
Ｆ（１）ｎ×１
Ｆ（２）ｎ×

[ ]
１

（１３）

由于状态空间方程中的Ｆ（ｔ）是一个２ｎ×１的
列向量，并且前ｎ行均为零，分块以后得到的 Ｆ（１）ｎ×１
是０，这样可以得到：

Ｄ＝Ｔ２ｎ×２ｎ×Ｆ（ｔ）２ｎ×１＝Ｔ
（２）
２ｎ×２ｎ×Ｆ

（２）
ｎ×１ （１４）

也就是相当于把下式：

ａ１１ … … ａ１２ｎ
  

  

ａ２ｎ１ … … ａ２ｎ２













ｎ ２ｎ×２ｎ

×

ｂ１




ｂ２













ｎ ２ｎ×１

（１５）

转化为：

ａ１ｎ … ａ１２ｎ
  

  

ａ２ｎｎ … ａ２ｎ２













ｎ ２ｎ×ｎ

×

ｂｎ


ｂ２










ｎ ｎ×１

（１６）

通过以上变换可以使得在每一个时间步内当

出现式（１２）运算时，都用式（１４）来计算，降低矩阵
的阶数，实现简化计算．只统计乘法的计算时间，从
计算量上来说，式（１６）需要做２ｎ×２ｎ次乘法，而
式（１５）需要做２ｎ×ｎ次乘法，可以将计算量减半．
当计算过程中出现式（１２）的运算比较多时，简化
计算可以大大提高计算效率．
２．２　采用不同数值积分公式计算Ｄｕｈａｍｅｌ项的简化

在式（６）中，ｅｘｐ（ＡΔｔ）可以通过指数函数的精细
积分法算出，避免矩阵求逆，Ｄｕｈａｍｅｌ项可以采用数
值积分的方法算出．下面分别给出梯形公式、Ｓｉｍｐ
ｓｏｎ公式、ｃｏｔｅｓ公式、高斯公式［２］格式的简化，这些

简化格式均是以式（１２）和式（１３）为基础进行矩阵
分块计算，可以简化计算，提高计算效率．

（１）当用梯形公式对 Ｄｕｈａｍｅｌ项进行计算时，
可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
２（Ｔ×

　Ｆ（ｔｋ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１７）

在式（１７）中的Ｔ×Ｆ（ｔｋ）可以利用上节所述的
方法进行分块计算，这样把式（１７）转化为：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
２（Ｔ

（２）×

　Ｆ（２）（ｔｋ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１８）
（２）当用Ｓｉｍｐｓｏｎ公式对Ｄｕｈａｍｅｌ项进行计算

时可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
６（Ｔ×

　Ｆ（ｔｋ）＋４ＴΔｔ２ ×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１９）

在式（１９）中的Ｔ×Ｆ（ｔｋ）和ＴΔｔ２×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２）可

以利用上节所述的方法进行分块计算，这样把式

（１９）转化为：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
６（Ｔ

（２）×

　Ｆ（２）（ｔｋ）＋４Ｔ
（２）
Δｔ
２
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

Δｔ
２）＋Ｆ（ｔｋ＋１））（２０）

（３）当用Ｃｏｔｅｓ公式对 Ｄｕｈａｍｅｌ项进行计算时

８０１
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可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
９０（７Ｔ×

　Ｆ（ｔｋ）＋３２Ｔ３Δｔ４ ×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
４）＋１２Ｔ

Δｔ
２
×Ｆ（ｔｋ＋

　 Δｔ２）＋３２Ｔ
Δｔ
４
×Ｆ（ｔｋ＋

３Δｔ
４）＋７Ｆ（ｔｋ＋１）） （２１）

在式（２１）中的Ｔ×Ｆ（ｔｋ）、Ｔ３Δｔ４ ×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
４）、Ｔ

Δｔ
２

×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２）和 Ｔ

Δｔ
４
×Ｆ（ｔｋ＋

３Δｔ
４）可以利用上节所

述的方法进行分块计算，这样把式（２１）转化为：

　∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
９０（７Ｔ

（２）×

Ｆ（２）（ｔｋ）＋３２Ｔ
（２）
３Δｔ
４
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

Δｔ
４）＋１２Ｔ

（２）
Δｔ
２
×

Ｆ（２）（ｔｋ＋
Δｔ
２）＋３２Ｔ

（２）
Δｔ
４
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

３Δｔ
４）＋

７Ｆ（ｔｋ＋１）） （２２）
（４）当用高斯积分公式对 Ｄｕｈａｍｅｌ项进行计

算时可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　∫
Δｔ

０
ＴΔｔ
２（１－ｙ）

Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙ））×

Δｔ
２ｄｙ＝

　∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ×ＴΔｔ２（１－ｙｉ）×

　Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙｉ））×

Δｔ
２ （２３）

当ｎ＝３时上式中的参数为：

ｗ１＝８／９，ｙ１＝０；ｗ２＝５／９，ｙ２＝－ ０．槡 ６；

ｗ３＝５／９，ｙ３＝ ０．槡 ６；

在式（２３）中的ＴΔｔ
２（１－ｙｉ）

×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙｉ））均

可以进行分块计算，可以利用上节所述的方法进行

分块计算，这样把式（２３）转化为：

　∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝∫

Δｔ

０
ＴΔｔ
２（１－ｙ）

×

Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙ））×

Δｔ
２ｄｙ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉ×Ｔ

（２）
Δｔ
２（１－ｙｉ）

×

Ｆ（２）（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙｉ））×

Δｔ
２ （２４）

３　算例分析

算例取自文献４，方程为

１　０[ ]０　１

ｘ̈１
ｘ̈{ }
２

＋
１ －１
－１ ２．[ ]５

ｘ１
ｘ{ }
２

＝
－ｓｉｎｔ
０．５ｓｉｎ{ }ｔ

初始条件为：

ｘ（０）＝２．５，ｘ２（０）＝０，
ｘ１（０）＝１．０，ｘ２（０）＝１．０

该算例的解析解为：

ｘ１＝２ｃｏｓ（槡
２
２ｔ）＋０．５ｃｏｓ（槡３ｔ）＋ｓｉｎｔ

ｘ２＝ｃｏｓ（槡
２
２ｔ）－ｃｏｓ（槡３ｔ）＋ｓｉｎｔ

表１　数值计算结果的比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

ｔ
ａｎａｌｙｔｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｔｒａｐｅｚｉｕｍ
ｆｏｒｍｕｌａ

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ
Ｓｉｍｐｓｏｎｆｏｒｍｕｌａ

Ｃｏｔｅｓ
ｆｏｒｍｕｌａ［４］

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ
Ｃｏｔｅｓｆｏｒｍｕｌａ

Ｇａｕｓｓ
ｆｏｒｍｕｌａ［５］

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ
Ｇａｕｓｓｆｏｒｍｕｌａ

ｘ１ １ ２．２８１６８２ ２．２８７１０１ ２．２８１６７８ ２．２８１６８２ ２．２８１６８２ ２．２８１６８２ ２．２８１６８２
３ －０．６７２５９１ －０．６７０３９０ －０．６７２５９１ －０．６７２５９１ －０．６７２５９１ －０．６７２５９１ －０．６７２５９１
５ －３．１６６５８７ －３．１７０３４４ －３．１６６５８５ －３．１６６５８７ －３．１６６５８７ －３．１６６５８７ －３．１６６５８７
７ １．５７９２０４ １．５７８３１６ １．５７９２０４ １．５７９２０４ １．５７９２０４ １．５７９２０４ １．５７９２０４
９ １．９０９１６３ １．９１０８６２ １．９０９１６２ １．９０９１６３ １．９０９１６３ １．９０９１６３ １．９０９１６３
１１ －０．３５８７８９ －０．３５９１５１ －０．３５８７８７ －０．３５８７８９ －０．３５８７８９ －０．３５８７８９ －０．３５８７８９
１３ －１．９５８６０４ －１．９５６９３６ －１．９５８６０５ －１．９５８６０４ －１．９５８６０４ －１．９５８６０４ －１．９５８６０４
１５ ０．２２２５４６ ０．２２２６８０ ０．２２２５４５ ０．２２２５４６ ０．２２２５４６ ０．２２２５４６ ０．２２２５４６

ｘ２ １ １．７６２２７２ １．７６０２５３ １．７６２２７６ １．７６２２７２ １．７６２２７２ １．７６２２７２ １．７６２２７２
３ －０．８４７１２８ －０．８４４７８５ －０．８４７１３０ －０．８４７１２８ －０．８４７１２８ －０．８４７１２８ －０．８４７１２８
５ －１．１６０６１６ －１．１６０６２６ －１．１６０６１６ －１．１６０６１６ －１．１６０６１６ －１．１６０６１６ －１．１６０６１６
７ －０．０１１７６９ －０．０１３５８３ －０．０１１７６８ －０．０１１７６９ －０．０１１７６９ －０．０１１７６９ －０．０１１７６９
９ ２．４０１７２６ ２．４００９６５ ２．４０１７２７ ２．４０１７２６ ２．４０１７２６ ２．４０１７２６ ２．４０１７２６
１１ －１．９０３７２１ －１．９００９４６ －１．９０３７２３ －１．９０３７２１ －１．９０３７２１ －１．９０３７２１ －１．９０３７２１
１３ ０．３１２１１５ ０．３１２５１５ ０．３１２１１５ ０．３１２１１５ ０．３１２１１５ ０．３１２１１５ ０．３１２１１５
１５ －０．３９０４１９ －０．３９３９８１ －０．３９０４１５ －０．３９０４１９ －０．３９０４１９ －０．３９０４１９ －０．３９０４１９
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　　取步长Δｔ＝０．２，Ｎ＝２０，利用本文简化计算方

法分别对梯形公式、Ｓｉｍｐｓｏｎ公式、Ｃｏｔｅｓ公式、高斯

公式格式进行计算，计算结果列于表１，所需时间

列于表２．

由于式（６）直接积分时 Ｔ矩阵只需要计算一

次，计算量主要集中在Ｔ×Ｘｋ和Ｄｕｈａｍｅｌ项数值积

分上，因此本文统计的是迭代计算式（６）的时间，

每一步要计算一次Ｔ×Ｘｋ和Ｄｕｈａｍｅｌ项数值积分．

文献４指出Ｃｏｔｅｓ积分和高斯积分是保持精细

算法高精度的较好积分方法，因此本文选择了

Ｃｏｔｅｓ积分和高斯积分作计算结果的对比．

从表１可得本文方法简化后的Ｃｏｔｅｓ公式和高

斯积分公式计算后结果仍然保持了原有的高精度．

本文提出的简化方法分块计算矩阵，简化了计算步

骤，并不会改变方法的精度．

表２　数值计算效率的比较（单位：秒）

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

ｔｈｅｔｉｍｅｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｎｇ
５０００ｓｔｅｐｓ

ｔｈｅｔｉｍｅｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｎｇ
１００００ｓｔｅｐｓ

ｔｈｅｔｉｍｅｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｎｇ
５００００ｓｔｅｐｓ

Ｔｒａｐｅｚｉｕｍｆｏｒｍｕｌａ ０．３４ ０．６９ ３．４０
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＴｒａｐｅｚｉｕｍｆｏｒｍｕｌａ ０．２８ ０．５６ ２．７８
Ｓｉｍｐｓｏｎｆｏｒｍｕｌａ［３］ ０．５１ １．０１ ５．０２

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＳｉｍｐｓｏｎｆｏｒｍｕｌａ ０．３８ ０．７７ ３．７８
Ｃｏｔｅｓｆｏｒｍｕｌａ［４］ ０．８８ １．７５ ８．７１

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＣｏｔｅｓｆｏｒｍｕｌａ ０．６２ １．２３ ６．１２
Ｇａｕｓｓｆｏｒｍｕｌａ［５］ ０．７６ １．５３ ７．６１

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＧａｕｓｓｆｏｒｍｕｌａ ０．４４ ０．８７ ４．３７

从表２得本文简化计算方法可以将梯形公式

的计算效率提高约２０％，将Ｓｉｍｐｓｏｎ公式的计算效

率提高约 ２５％，将 Ｃｏｔｅｓ公式的计算效率提高约

３０％，将高斯公式的计算效率提高约４３％．本文方

法的显著优势在于插值点越多，提高的效率越多，

这对于计算大型结构以及长时间仿真可以显著节

约计算时间，有重要意义．

４　结论

本文分别给出了利用梯形公式、Ｓｉｍｐｓｏｎ公式、

Ｃｏｔｅｓ公式、高斯公式计算 Ｄｕｈａｍｅｌ积分时的简化

格式，简化计算方法可以将梯形公式的计算效率提

高约 ２０％，将 Ｓｉｍｐｓｏｎ公式的计算效率提高约

２５％，将 Ｃｏｔｅｓ公式的计算效率提高约３０％，将三

点高斯公式的计算效率提高约４３％．本文方法对

矩阵进行分块计算，考虑状态空间方程非齐次项的

特点，对矩阵进行分块计算，减小了矩阵的维数，实

现简化计算，提高了计算效率．同时本文的方法还

可以进一步推广，在利用别的积分公式计算时注意

考虑非齐次项的特点，对矩阵进行分块计算，可以

提高计算效率，节约计算时间．数值算例表明本文

的简化方法在保持精度的同时提高了计算效率，在

处理大型问题和长时间仿真时将有着很大的优势．
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