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非线性增益下半导体激光方程的动力学行为分析

王作雷　毕勤胜
（江苏大学理学院，镇江　２１２０１３）

摘要　分析了在非线性增益下各种因素对Ｌａｎｇ－Ｋｏｂａｙａｓｈｉ模型动力学行为的影响．由于时滞反馈的作用，

系统中存在着不同的ＥＣＭ解，Ｈｏｐｆ分岔是这些ＥＣＭ解失稳的主要原因，进而演化为各种形式的混沌解，不

同吸引子之间的相互作用会引发混沌结构的突变，表现为混沌吸引子在空间尺寸上的明显变化，随着时滞

量的变化，这些演化模式会重复出现．值得指出的是，在一定条件下，不同频率的两个 ＥＣＭ共存，其中之一

会由Ｈｏｐｆ分岔失稳，并由倍周期分岔进入混沌，最终通过混沌危机回到另一个稳定的ＥＣＭ上．另外，随着非

线性增益系数的变化，在极坐标下系统的概周期运动的两个频率相差很大，激光器呈现出明显的快慢效应．

关键词　Ｌａｎｇ－Ｋｏｂａｙａｓｈｉ方程，　时滞，　分岔，　混沌，　快慢效应

引 言

由于激光在外腔中来回引起激光的时滞反馈

现象［１］，这种时滞反馈会对激光器的行为产生非常

明显的影响［２］，在最近的几十年中，国内外许多学

者对时滞反馈下的激光器的复杂性进行了大量的

研究［３－５］，得到了许多基于各种数学模型的理论结

果，并与实验结果作了详细的比较［６－７］，其中一类

较为典型的数学模型，即 Ｌａｎｇ－Ｋｏｂａｙａｓｈｉ方程［８］，

表示为
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引起了广泛的研究兴趣，其中Ｅ（ｓ）为复电场，Ｎ（ｓ）
是载流子密度，τ为时滞量 （τ＝２Ｌ／ｃ，其中 Ｌ为光

腔长度，ｃ是光速），τｓ是载流子寿命，τｐ是光子寿

命，τｉｎ为激光腔内往返时间，κ是反馈强度，α表示

线宽增强因子，ω～０τ为反馈相位，Ｊ是电抽运项，Ｇ
为增益函数．

在增益函数Ｇ为线性函数，即Ｇ＝ＧＮ（Ｎ－Ｎ０）
下，人们发现了Ｈｏｐｆ分岔以及Ｈｏｐｆ－ｓａｄｄｌｅ－ｎｏｄｅ
分岔［９］，并讨论了这两种分岔形式对激光器全局行

为的影响［１０］．然而，由于在精确描述激光器行为起

着非常重要的作用，同时，增益函数又明显地与复

电场相关，这种线性函数的描述多少具有一定的近

似程度［１１］．本文考虑激光器在非线性增益 Ｇ＝ＧＮ
（Ｎ－Ｎ０）（１－ε｜Ｅ｜

２）下的动力学行为［１２］，其中 ＧＮ
是模增益系数，ε是非线性增益系数，Ｎ０是无反馈
时载流子密度，探讨系统随反馈强度、时滞量以及

非线性增益系数变化下激光器行为的演化过程．

１　非线性增益下的平衡态解

引入变换 ｓ＝ｔτｐ，Ｅ＝ ２／（τｓＧＮ槡 ）Ｙ，Ｎ＝Ｎ０＋

（２Ｚ＋１）／（τｐＧＮ），则 （１）可以表示为如下无量纲
形式
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显然，（Ｙ，Ｚ）＝（０，Ｃ／Ｄ）为 （２）的一个平衡
点，对应于激光器的关闭状态．同时，还存在如下
形式的平衡解

Ｙ＝Ｙｓｅ
ｉωｓｔ，Ｚ＝Ｚｓ （３）

称为连续波形解（ＣｏｎｔｉｎｕｅＷａｖｅＳｏｌｕｔｉｏｎ），也称为外
腔模态解 （ＥｘｔｅｒｎａｌＣａｖｉｔｙＭｏｄｅ），简记为ＥＣＭ解．
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将 （３）代入 （２），可知 ＥＣＭ解满足
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该ＥＣＭ的频率满足如下方程

ωｓ＋αＢｃｏｓ（Ｃｐ＋ωｓθ）＋Ｂｓｉｎ（Ｃｐ＋ωｓθ）＝０ （６）
由于决定 ＥＣＭ解频率的方程（６）为超越方

程，显然，对于不同的参数，存在多个 ωｓ，因而也相
应地存在多个Ｙｓ和 Ｚｓ，即存在多个 ＥＣＭ解，这些
ＥＣＭ解的稳定性由相应的特征方程来决定，由于
时滞系统特征方程的复杂性，我们很难得到这些条

件的解析形式，下面我们通过数值分析进一步讨论

各种因素对激光器行为的影响．

２　不同反馈强度下时滞量的影响

取定参数Ｎ０＝１．１×１０
２４ｍ－３，ＧＮ＝１．１×１０

－１０

ｍ３／ｓ，α＝４．０，τｓ＝２．０ｎｓ，τｐ＝２．０ｐｓ，Ｊ＝４．１６×１０
３３

ｍ－３／ｓ，τｍ＝８．０ｐｓ，ω
～
０τ＝π／２，将时滞量 τ作为分

岔参数（τ以２．０ｎ作为单位），图１给出了在 ε＝１
（ε以３．７５×１０－２４ｍ３作为单位）时反馈强度 κ分
别在０．１和０．６５时随时滞量变化的分岔图．

图１　不同反馈系数下的分岔图：

和不同初值下κ＝０．１的分岔图，κ＝０．６５

Ｆｉｇ．１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ：

ａｎｄκ＝０．１ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓ，κ＝０．６５

图２　τ＝０．０１５１３的相图和时间历程图

Ｆｉｇ．２　 ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄ ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒτ＝０．０１５１３

在反馈强度较弱时，如κ＝０．１，激光器表现为
稳定的 ＥＣＭ１解，随着时滞量的增加，当 τ＝０．
０１５１３时，对应于不同的初值，除了随时滞量增加

继续保持稳定的 ＥＣＭ１解外，同时也存在另一个
ＥＣＭ解，记为ＥＣＭ２（见图２），其频率分别为ωｓ１＝
０．２４１１９１，ωｓ２＝０．２３４２９２．ＥＣＭ２在 τ＝０．０１６５２时
产生 Ｈｏｐｆ分岔，呈现为概周期振荡（注 １），记为
ＱＳ１，其中与 Ｈｏｐｆ分岔相关的新频率 Ω１ ＝０．
３３８３９６５．该概周期解随时滞量的增加由周期倍化
分岔进入混沌（见图 ３），此时混沌吸引子的相轨迹
集中于ＱＳ１的邻域内．随着时滞量的增加，混沌结
构发生变化（见图４ｂ），混沌轨迹在 ＥＣＭ２附近产
生振荡，这也可以从时间历程得到证实，在 τ＝０．
０１８０时，Ｙ的变化基本上是按照 ＱＳ１的步调（见图
４ａ），而在τ＝０．０１９１时，Ｙ不仅按照 ＱＳ１的步调，
同时在Ｙ＝２．８附近产生了小幅振荡 （见图４ｃ）．

图３　倍周期分岔导致混沌

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄ－ｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｔｏｃｈａｏｓ

τ＝０．０１６５５，τ＝０．０１７５，τ＝０．０１７８，τ＝０．０１７８５，τ＝０．０１８

图４　混沌结构的突变

Ｆｉｇ．４　Ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｏｆｃｈａｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ：Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒτ＝０．０１８，

 ａｎｄ ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒτ＝０．０１９１

图５　τ＝０．０１９３时的混沌危机相图，时间历程

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｏｔｉｃｃｒｉｓｉｓｆｏｒτ＝０．０１９３ Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ， ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

当τ增加到０．０１９３时，混沌结构失稳，产生混
沌危机，激光器的行为长时间在混沌吸引子附近振

荡之后，最终稳定到ＥＣＭ１解上（见图 ５）．ＥＣＭ１解
在 τ＝０．０２８４０由 Ｈｏｐｆ分岔进入概周期运动

３０１
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（ＱＳ２），其相应的 Ｈｏｐｆ分岔频率为 ωｓ１＝０．２３２７９３
（见图６ａ）．当 τ＝０．０５２０１５时系统轨迹经历了很
长时间的类似混沌过程之后最终稳定到ＱＳ２上（见
图６ｂ，ｃ），时滞量τ再稍作增加，则ＱＳ２由环面破裂
进入混沌，其结构在 τ＝０．０５８９时产生突变，表现
为其吸引子尺寸在空间上的突然增大（见图 ７ａ，
ｂ）．随着时滞量 τ的继续增加，这种现象还会重复
出现（见图１）．

图６　环面及环面破裂

Ｆｉｇ．６　ＴｏｒｕｓａｎｄＴｏｒｕｓｂｒｅａｋｉｎｇ τ＝０．０２８４０， ａｎｄτ＝０．０５２０１５

图７　混沌结构的突变

Ｆｉｇ．７　Ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｏｆｃｈａｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓτ＝０．０５２０３，τ＝０．０５９

图８　混沌演化过程及混沌结构的突变

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｓａｎｄｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｏｆｃｈａｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ：

 τ＝０．０１１１， τ＝０．０１３３， τ＝０．０１３８

现在我们增大反馈强度，当κ＝０．６５时，在时滞
量较小时，激光器仍然表现为稳定的ＥＣＭ１解，随着
时滞量的增加，同样地由 Ｈｏｐｆ分岔导致概周期运
动，并进一步由环面破裂进入混沌（见图８ａ，ｂ）．混
沌吸引子在τ＝０．０１３７９时产生突变（见图８ｃ）．

图９　τ＝０．０１３８５３时的混沌危机相图，时间历程

Ｆｉｇ．９　Ｃｈａｏｔｉｃｃｒｉｓｉｓｆｏｒτ＝０．０１３８５３ ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ， ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

图１０　混沌结构的突变

Ｆｉｇ．１０　Ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｏｆｃｈａｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ：

 τ＝０．０２１５５６， τ＝０．０２１６

当τ＝０．０１３８５３时，系统轨迹经过长时间在混
沌吸引子附近振荡后，最终稳定在另一个 ＥＣＭ解
（记为ＥＣＭ２，见图９），ＥＣＭ２经历同样的过程进入
混沌，并在τ＝０．０２１６附近产生突变（见图１０）．这
些混沌结构突变的引起主要是因为在系统中存在

其他不稳定的ＥＣＭ解，这些 ＥＣＭ解也会产生相应
的分岔行为，如Ｈｏｐｆ分岔，这些分岔过程与混沌吸
引子相互作用，引发了混沌吸引子尺寸在空间上的

突然变化．
随着时滞量的继续增加，混沌危机又会使系统

稳定到其他不同的 ＥＣＭ，经过类似的分岔进入混
沌，引发混沌突变，这一现象随着时滞量的增加循

环往复地呈现出来 （见图１）．

３　不同反馈强度下非线性增益的影响

我们现在固定时滞量 τ＝１．０，图１１分别给出
了反馈强度κ＝０．０６５和κ＝０．１时系统随非线性
参数 ε变化的分岔过程．当反馈强度较小时，即使
在ε很小时，激光器表现为混沌振荡，随着 ε的增
加，激光器会出现各种形式的概周期运动 （见图

１２）（注２），并在ε＝１．７０６３时由Ｈｏｐｆ分岔导致３
－Ｄ环面运动 （见图１３ａ，ｂ）．除了原 ＥＣＭ频率 ωｓ
外，还有与 Ｈｏｐｆ分岔相关的频率 Ω１＝０．９８５５９以
及Ω２＝０．０４１６１，注意到 Ω１和 Ω２相差非常大，同
时，在极坐标下ωｓ不体现，环面运动在极坐标下表
现为概周期模式，此时极坐标下的概周期解的行为

类似于快慢系统的Ｂｕｒｓｔｉｎｇ现象［１３］，即激光器围绕

相空间圆管运动（快尺度），每隔一段时间由鞍结

分岔跳出圆管，进入慢尺度的平缓运动，然后又回

到圆管上运动．频率Ω２随着ε的增大逐渐变小，如

ε＝３．０时 Ω２＝０．０３９５７２，ε＝３．３３６时 Ω２＝０．
０３８９９９５．并在ε＝３．３３７时突然消失，系统逐渐稳
定到ＥＣＭ解 （见图１３ｃ）．

４０１
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图１１　不同反馈系数下的分岔图

Ｆｉｇ．１１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ：

 κ＝０．０６５， κ＝０．１

图１２　概周期窗口

Ｆｉｇ．１２　Ｔｏｒｕｓｗｉｎｄｏｗｓ ε＝１．０， ε＝１．５， ε＝１．６

图１３　３－Ｄ环面及ＥＣＭ

Ｆｉｇ．１３　３－ＤＴｏｒｕｓａｎｄＥＣＭ： Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｆｏｒε＝１．８，

 ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒε＝１．８， ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒε＝３．３３７

图１４　混沌结构收缩及概周期窗口

Ｆｉｇ．１４　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｓａｎｄｔｏｒｕｓｗｉｎｄｏｗｓ

 ε＝２．０， ε＝３．３５， ε＝３．４， ε＝４．０， ε＝４．７

增大反馈系数，当 κ＝０．１时，在时滞量较小
时，系统依然表现为混沌振荡，其相轨迹充满了空

间区域，随着 ε的增加，混沌结构逐渐收缩到围绕
极坐标下的周期轨道的某邻域内并最终稳定到极

坐标下的周期轨道上（见图１４），在混沌区域内，出
现极坐标下的各种周期窗口，并在 ε＝４．８５９７９时
由周期窗口的Ｈｏｐｆ分岔进入极坐标下的概周期运
动（见图１５ａ，ｂ），此时相应的两个频率分别为 ω＝
０．００４１９７３和 Ω＝０．９８１８３２，呈现出快慢效应 （见
图 １５ｃ）．同时，在 ε＝５．９７９时稳定到 ＥＣＭ解上

（见图 １５ｄ）．

图１５　３－Ｄ环面及ＥＣＭ： ε＝４．８６的相图，

 ε＝５．７９７的时间历程，和 ε＝４．８６的时间历程

Ｆｉｇ．１５　３－ＤＴｏｒｕｓａｎｄＥＣＭ： Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｆｏｒε＝４．８６，

 ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒε＝５．７９７， ａｎｄ ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒε＝４．８６

４　结论

与线性增益相比较，非线性增益下的激光器存

在更为丰富的动力学现象．不同的反馈强度、时滞
量以及不同的非线性增益系数都会对系统的行为

产生明显的影响．在一定条件下，不同频率的两个
稳定的ＥＣＭ共存，其中之一会在另一个ＥＣＭ失稳
并进入混沌的过程中一直保持稳定，并由混沌危机

连接这两种动力学行为，混沌结构在相空间上的尺

寸会发生突然变化．特别地，随着非线性增益系数
的变化，激光器会呈现出明显的快慢效应．
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