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一类自治脉冲微分方程的动力学研究

钱临宁　陆启韶
（北京航空航天大学理学院数学系，北京　１０００８３）

摘要　对一类自治脉冲微分方程的动力学性质进行了研究，给出了半平凡周期解的存在与稳定的充分条

件，建立Ｐｏｉｎｃａｒé映射将周期解问题转化为不动点问题．理论分析及数值模拟表明，半平凡周期解通过跨临

界分岔获得稳定的正周期－１解．数值模拟显示，随着控制参数的变化，正周期 －１解通过倍周期分岔出正

周期－２解，再通过一系列倍周期分岔通向混沌．

关键词　脉冲动力系统，　自治脉冲微分方程，　跨临界分岔，　周期解

引 言

脉冲微分方程主要分为三类：脉冲出现在固定

时刻的脉冲微分方程，脉冲出现在变时刻的脉冲微

分方程，和脉冲自治微分方程［１，２］．近年来，关于脉
冲微分方程理论的研究多集中于考虑脉冲控制施

行于固定时刻的情形［３，４］，而对于状态依赖的脉冲

控制系统的研究相对较少．然而，在很多实际的控
制问题中，脉冲不是发生在固定时刻，而是根据状

态进行反馈，此时用自治脉冲方程来描述实际问题

应该更加合理．
众所周知，连续动力系统的分岔理论已经较为完

善［５～７］，而对于脉冲动力系统的研究较多的集中在解

的性质，很少讨论分岔情况．文［３］将周期解问题转化

为不动点问题，讨论了从边界周期解到正周期－１解
的分岔情况；文［４］利用频闪映射得到了正周期－１的
具体表达式，但只是在数值上讨论了正周期解的分岔

情况．在文［３，４］中都用到了离散映射．由于所考虑的脉
冲发生在固定的周期时刻，这些离散映射容易求得．
而对于状态依赖的脉冲系统，由于脉冲时刻无法事先

确定，不能用类似的方法获得相应的映射，因此，到目

前为止并没有太多的方法可以用来讨论其动力学性

质．文［８］讨论的是状态依赖的脉冲控制，利用周期解

的扰动解求得Ｐｏｉｎｃａｒé映射，研究了系统周期解的分
岔情况，对上述问题做出了有意义的尝试．受文［８］的

启发，本文考虑一类脉冲自治微分方程，利用边界周

期解的性质及定性理论，将边界周期解的分岔问题转

化为一个一维的离散动力系统，从而得出正周期解的

存在与稳定性条件，并用数值结果加以验证．与文［８］

不同的是，详细的理论研究表明，从边界周期解到正

周期解的分岔是通过跨临界分岔获得，而不是通常的

切分岔．最后数值模拟表明，随着控制参数的变化，正
周期－１解通过倍周期分岔出正周期－２解，再通过
一系列倍周期分岔通向混沌．

１　模型的建立

考虑如下捕食与被捕食系统

ｘ＝ｒｘ（１－ｘ）－ａｘｙ

ｙ＝ｂｘｙ１＋ｘ
{ －ｃｙ

（１）

其中ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）分别表示食饵与捕食者的数量，而
常数ｒ，ａ，ｂ，ｃ＞０，其中ｒ是食饵的内禀增长率，ｃ是
捕食者的死亡率，ａ和 ｂ分别描述食饵的消耗和捕
食者的受益．

在生态问题中，系统（１）可以用来描述害虫
（食饵）与天敌（捕食者）之间的相互作用关系，（１）
的动力学性质相对比较简单：当 ｂ＞２ｃ时，系统存

在一个正的全局渐近稳定的平衡点（ｘ，ｙ）＝

（
ｃ
ｂ－ｃ，

ｒ（ｂ－２ｃ）
ａ（ｂ－ｃ））；当ｂ２ｃ时ｙ（ｔ）灭绝，同时ｘ（ｔ）

趋向于食饵的环境容纳量．显然第二种情形是我们
不愿意看到的，因为不利于保护物种的多样性，因

此有必要对系统（１）引入生态控制．
过去在模拟种群的控制问题时，常常假设害虫
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的捕杀和天敌的释放是连续的．这样的假设不太合
理．因为在实际中，控制措施只是在某种需要控制
的种群达到一定的阈值时才进行的，这样的控制策

略称为状态脉冲控制策略，其过程可以描述为：

ｘ＝ｒｘ（１－ｘ）－ａｘｙ，ｙ＝ｂｘｙ１＋ｘ－ｃｙ，ｘ≠ｈ

Δｘ＝－ｐｘ，Δｙ＝ｑｙ，
{

ｘ＝ｈ
（２）

这里参数ｈ，ｑ＞０，ｐ∈（０，１）而Δｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋）－ｘ（ｔ），
Δｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ＋）－ｙ（ｔ）．当害虫数量ｘ（ｔ）在时刻ｔ（ｈ）
增大到某个阈值 ｈ时，我们对系统进行控制，使得
害虫数量ｘ（ｔ）减少为（１－ｐ）ｈ，同时天敌的数量 ｙ
（ｔ）由于释放变化为（１＋ｑ）ｙ（ｔ（ｈ））．

式（２）的解定义在 Ｒ＋，并在 Ｒ＋ －｛ｔｉ（ｈ）｝连
续可微．由于ｘ（ｔ）的最大容纳量为１，本文假设ｈ＜
１，同时假定ｐ与ｈ为给定的值，而将ｑ作为控制参
数．详细的研究表明，系统（２）较之系统（１）有更为
丰富的动力学性质，特别需要指出的是，无论原连

续系统是否出现物种的灭绝，控制系统都会出现渐

近稳定的正周期解，这说明此时两物种是共存的，

因此控制系统的引入对于保护物种的多样性具有

一定的生物学意义．

２　动力学性质

２．１　半平凡周期解的存在与稳定性
令ｙ（ｔ）＝０，ｔ∈（０，＋∞）则由（２）得
ｘ＝ｒｘ（１－ｘ），ｘ≠ｈ

Δｘ＝－ｐｘ，{ ｘ＝ｈ
（３）

取ｘ０＝（１－ｐ）ｈ，得方程ｘ＝ｒｘ（１－ｘ）的特解

ｘ（ｔ）＝ Ａｅｘｐ（ｒｔ）
１＋Ａｅｘｐ（ｒｔ），Ａ＝

（１－ｐ）ｈ
１－（１－ｐ）ｈ

设Ｔ＝１ｒｌｎ
１－（１－ｐ）ｈ
（１－ｐ）（１－ｈ），则ｘ（Ｔ）＝ｈ，ｘ（Ｔ

＋）＝ｘ０，

这说明系统（２）存在如下半平凡周期解：

ξ（ｔ）＝ Ａｅｘｐ（ｒ（ｔ－（ｋ－１）Ｔ））
１＋Ａｅｘｐ（ｒ（ｔ－（ｋ－１）Ｔ））

η（ｔ）＝０，（ｋ－１）Ｔ＜ｔｋＴ，ｋ∈
{

Ｎ
（４）

下面利用文［９］中相似的 Ｐｏｉｎｃａｒé准则来判断
半平凡周期解（４）的稳定性．
引理１［９］（ＡｎａｌｏｇｕｅｏｆＰｏｉｎｃａｒéｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）设系统

ｘ＝Ｐ（ｘ，ｙ），ｙ＝Ｑ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）≠ｈ

Δｘ＝α（ｘ，ｙ），Δｙ＝β（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）＝{ ０
（５）

则（５）的一个Ｔ周期解ｘ＝ξ（ｔ），ｙ＝η（ｔ）是轨道渐
近稳定和具有渐近相图性质的，如果乘子 μ２满足

条件｜μ２｜＜１．其中

μ２ ＝Π
ｎ

ｋ＝１
Δｋｅｘｐ（∫

Ｔ

０
（
Ｐ
ｘ
（ξ（ｔ），η（ｔ））＋

　Ｑ
ｙ
（ξ（ｔ），η（ｔ）））ｄｔ）

Δｋ＝
Ｐ＋（
β
ｙ

ｘ
－β
ｘ

ｙ
＋
ｘ
）＋Ｑ＋（

α
ｘ

ｙ
－α
ｙ

ｘ
＋
ｙ
）

Ｐ
ｘ
＋Ｑ
ｙ

这里Ｐ，Ｑ，α
ｘ
，
α
ｙ
，
β
ｘ
，
β
ｙ
，

ｘ
，及

ｙ
为函数在点

（ξ（τｋ），η（τｋ））处的值，且Ｐ＋＝Ｐ（ξ（τ
＋
ｋ），η（τ

＋
ｋ）），

Ｑ＋＝Ｑ（ξ（τ
＋
ｋ），η（τ

＋
ｋ））．

将此引理应用于系统（２），有：

Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｒｘ（１－ｘ）－ａｘｙ，Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｂｘｙ１＋ｘ－ｃｙ，

α（ｘ，ｙ）＝－ｐｘ，β（ｘ，ｙ）＝ｑｙ

（ｘ，ｙ）＝ｘ－ｈ，（ξ（Ｔ），η（Ｔ））＝（ｈ，０），
（ξ（Ｔ＋），η（Ｔ＋））＝（（１－ｐ）ｈ，０）

因此

Ｐ
ｘ
＝ｒ（１－２ｘ）－ａｙ，Ｑ

ｙ
＝ ｂｘ１＋ｘ－ｃ，

α
ｘ
＝－ｐ，α

ｙ
＝０，β
ｘ
＝０，β
ｙ
＝ｑ，
ｘ
＝１，
ｙ
＝０

于是

Δ１＝
Ｐ＋（
β
ｙ

ｘ
β
ｘ

ｙ
＋
ｘ
）＋Ｑ＋（

α
ｘ

ｙ
α
ｙ

ｘ
＋
ｙ
）

Ｐ
ｘ
＋Ｑ
ｙ

＝

Ｐ（ξ（Ｔ＋），η（Ｔ＋））（１＋ｑ）
Ｐ（ξ（Ｔ），η（Ｔ））

＝

（１－ｐ）（１－（１－ｐ）ｈ）
１－ｈ （１＋ｑ）

另一方面

ｅｘｐ（∫
Ｔ

０
（
Ｐ
ｘ
（ξ（ｔ），η（ｔ））＋Ｑｙ

（ξ（ｔ），η（ｔ）））ｄｔ）＝

ｅｘｐ（∫
Ｔ

０
（ｒ（１－２ξ（ｔ））＋ ｂξ（ｔ）

１＋ξ（ｔ）
－ｃ）ｄｔ）＝

１－ｈ
（１ｐ）（１（１ｐ）ｈ）（

（１＋ｈ）（１（１ｐ）ｈ）
（１ｈ）（１＋（１ｐ）ｈ））

ｂ
２ｒ×

（
（１－ｈ）（１－ｐ）
１－（１－ｐ）ｈ）

ｃ
ｒ

因此，下面可以计算Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子μ的值：

　μ２ ＝Δ２ｅｘｐ（∫
Ｔ

０
（
Ｐ
ｘ
（ξ（ｔ），η（ｔ））＋

Ｑ
ｙ
（ξ（ｔ），η（ｔ）））ｄｔ）＝（１＋

８９
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ｑ）（（１＋ｈ）（１（１ｐ）ｈ）
（１ｈ）（１＋（１ｐ）ｈ））

ｂ
２ｒ（
（１ｈ）（１ｐ）
１（１ｐ）ｈ）

ｃ
ｒ

所以｜μ２｜＜１当且仅当

　０＜ｑ＜（（１＋ｈ）（１（１ｐ）ｈ）
（１ｈ）（１＋（１ｐ）ｈ））

ｂ２ｒ（
（１ｈ）（１ｐ）
１（１ｐ）ｈ）

ｃｒ－１（６）

综合上面的讨论，得出如下结论：

定理１　设 ｑ＞０，ｈ＜１，且条件（６）成立，则系统
（２）存在一个稳定的半平凡周期解．

注记 设

ｑ＝（（１＋ｈ）（１（１ｐ）ｈ）
（１ｈ）（１＋（１ｐ）ｈ））

ｂ２ｒ（
（１ｈ）（１ｐ）
１（１ｐ）ｈ）

ｃｒ－１（７）

则当ｑ＝ｑ时｜μ２｜＝１，故此时系统可能会出
现分岔现象．
２．２　跨临界分岔

本段落，讨论半平凡周期解（４）的分岔，即当（４）
失稳后是否产生正的周期解．为此，需要建立关于这
个周期解的Ｐｏｉｎｃａｒé映射．如图１所示，线段ＡＢ是半
平凡周期解，考虑三角形区域Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，

０＜ｙ＜ｒａ（１－ｘ）｝内的轨线，选取Ｓ０＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝

（１－ｐ）ｈ，ｙ０｝，作为Ｐｏｉｎｃａｒé截面，ｕ为充分小正
数，则由解对初值的依赖关系，以 Ａ０（（１－ｈ）ｈ，ｕ）

∈Ｓ０为初始点的轨线必交 Ｓ１＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝ｈ，ｙ
０｝于Ｂ０（ｈ，ｙ１），这里ｙ１由ｕ确定，记为ｙ１＝ｇ（ｕ）．
由于脉冲作用，轨线从点 Ｂ０跳到点 Ａ１（（１－ｐ）ｈ，
（１＋ｑ）ｙ１∈Ｓ０．于是得到如下Ｐｏｉｎｃａｒé映射．

图１　Ｐｏｉｎｃａｒé映射示意图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅＰｏｉｎｃａｒéｍａｐ

ｕ｜→（１＋ｑ）ｇ（ｕ）Ｆ（ｕ，ｑ） （８）
显然（８）的不动点对应于系统（２）的周期解，

反之亦然．特别的，由解的唯一性得ｇ（０）＝０，因此
半平凡周期解对应于（８）的零不动点．为考察该不
动点的分岔行为，需要引入如下引理．
引理２［１０］设Ｆ：Ｒ×Ｒ→Ｒ是一个单参数族映射，且
满足如下条件：

?Ｆ（０，μ）＝０；　?Ｆｘ
（０，０）＝１；

?
２Ｆ
ｘμ

（０，０）＞０；?
２Ｆ
ｘ２
（０，０）＜０．

则映射Ｆ在 μ＝０处发生跨临界分岔，且当参数 μ
由负变正时，Ｆ的零不动点由稳定变为不稳定，同
时出现一个稳定的正的不动点．

为了应用引理２，需要计算ｇ′（０），ｇ＂（０）的值．
由前面的讨论可以知道，当 ｕ充分小时，由方

向场的性质，轨线Ａ０Ｂ０必包含在Ω的内部，另一方
面若仅考虑轨线ＡＢ及Ω内的轨线，则 ｘ＞０成立，
此时可将系统（１）化为

ｄｙ
ｄｘ＝

Ｑ（ｘ，ｙ）
Ｐ（ｘ，ｙ） （９）

记系统（９）的轨线为（ｘ，ｙ（ｘ；ｘ０，ｙ０）），于是，取 ｘ０
＝（１－ｐ）ｈ，ｙ０＝ｕ，得二元函数
ｙ（ｘ，ｕ）　ｙ（ｘ；（１－ｐ）ｈ，ｕ）

于是我们可以进行如下计算

ｙ（ｘ，ｕ）
ｕ

＝ｅｘｐ（∫
ｘ

（１－ｐ）ｈ


ｙ
（
Ｑ（ｓ，ｙ（ｓ，ｕ））
Ｐ（ｓ，ｙ（ｓ，ｕ）））ｄｓ）

２ｙ（ｘ，ｕ）
ｕ２

＝ｙ（ｘ，ｕ）
ｕ

×

　（∫
ｘ

（１－ｐ）ｈ

２

ｙ２
（
Ｑ（ｓ，ｙ（ｓ，ｕ））
Ｐ（ｓ，ｙ（ｓ，ｕ）））

ｙ（ｓ，ｕ）
ｕ

ｄｓ）

显然
ｙ（ｘ，ｕ）
ｕ

＞０．并且

ｇ′（０）＝ｙ（ｈ，０）
ｕ

＝ｅｘｐ（∫
ｈ

（１－ｐ）ｈ


ｙ
（
Ｑ（ｓ，ｙ（ｓ，０））
Ｐ（ｓ，ｙ（ｓ，０）））ｄｓ）＝

ｅｘｐ（∫
ｈ

（１－ｐ）ｈ

１
ｒｓ（１－ｓ）（

ｂｓ
１＋ｓ－ｃ）ｄｓ）＝

（
（１＋ｈ）（１（１ｐ）ｈ）
（１ｈ）（１＋（１ｐ）ｈ））

ｂ
２ｒ（
（１ｈ）（１ｐ）
１（１ｐ）ｈ）

ｃ
ｒ （１０）

　ｇ＂（０）＝ｇ′（０）∫
ｈ

（１－ｐ）ｈ
ｍ（ｓ）ｙ（ｓ，０）

ｕ
ｄｓ

　ｍ（ｓ）＝
２

ｙ２
（
Ｑ（ｓ，ｙ（ｓ，０））
Ｐ（ｓ，ｙ（ｓ，０）））＝２（

ｂｓ
１＋ｓ－ｃ）×

ａｓ
（ｒｓ（１－ｓ））２

　　ｓ∈［（１－ｐ）ｈ，ｈ］

因此，若ｂ＞２ｃ，则当ｈｘ ＝ ｃ
ｂ－ｃ时，必有 ｍ（ｓ）＜

０，另一方面，若 ｂ２ｃ，由于 ｓｈ＜１，得 ｂｓ
１＋ｓ－ｃ＝

（ｂ－ｃ）ｓ－ｃ
１＋ｓ ｃ（ｓ－１）１＋ｓ ＜０，此时也有 ｍ（ｓ）＜０．考

虑到ｇ′（０）＞０及ｙ（ｓ，０）
ｕ

＞０这两个不等式立即

导出如下结论

９９
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ｇ＂（０）＜０ （１１）
定理２　设ｑ的值由（７）式确定，则下列两个条件
之一成立时，系统（２）在参数 ｑ＝ｑ处发生跨临界
分岔，当ｑ从ｑ左侧变到右侧时，系统将出现稳定
的正周期解．

（Ｈ１）ｂ２ｃ，　（Ｈ２）ｂ＞２ｃ，ｈｘ ＝ ｃ
ｂ－ｃ．

３　数值模拟

为了说明脉冲动力系统（２）的动力学性质，考
虑下列系统

　
ｘ＝０．８ｘ（１－ｘ）－０．６ｘｙ，ｙ＝ｘｙ１＋ｘ－０．４ｙ，ｘ≠０．６

Δｘ＝－０．４ｘ，Δｙ＝ｑｙ，ｘ＝０．
{

６
（１２）

这里ａ＝０．６，ｂ＝１，ｃ＝０．４，ｒ＝０．８，ｐ＝０．４，ｈ
＝０．６．代入（７）式得
ｑ ＝０．０９９７５６

图２　系统 （１２）在ｑ＝０．０８时的相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｗｉｔｈｑ＝０．０８

图３　系统（１２）在ｑ＝０．２时的相图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｗｉｔｈｑ＝０．２

根据定理２的结论，系统（１２）在参数ｑ＝ｑ处
发生跨临界分岔，当ｑ从ｑ左侧变到右侧时，系统
将出现稳定的正周期解，而此时半平凡周期解不稳

定．图２与图３表示参数 ｑ在 ｑ两侧变化时系统
的拓扑性质的改变情况．如图２所示，当ｑ＝０．０８＜
ｑ时，系统（１２）的过初值（０．３，０．１）的解随着时间
ｔ的增加而趋于半平凡周期解，这意味着系统的半
平凡周期解在ｑ＝０．０８时是稳定的，而图３表明 ｑ
＝０．２＞ｑ时系统的半平凡周期解不稳定，此时系
统出现稳定的正周期－１解．

图４　系统（１２）在ｑ＝１．２４时的正周期－１解

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｐｅｒｉｏｄ１ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｗｉｔｈｑ＝１．２４

图５　系统（１２）在ｑ＝８．９时的正周期－２解

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｐｅｒｉｏｄ２ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｗｉｔｈｑ＝８．９

数值模拟表明，当ｑ ＜ｑ＜７．４５时系统存在渐
近稳定的正周期 －１解，而当 ｑ＝７．４５时，系统发
生倍周期分岔，图４表示ｑ＝１．２４时系统的过初值
（０．３，０．１）的解随着时间ｔ的增加而趋于正周期－
１解，这意味着系统的正周期 －１解在 ｑ＝１．２４时
是渐近稳定的．取ｑ＝８．９＞７．４５，如图５所示，此时
系统出现渐近稳定的正周期－２解．

图６　当ｑ∈［０，３０］时，系统（１２）周期解分岔

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｐｏｓｉｔｉｖｅｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｆｏｒｑ∈［０，３０］

图７　当ｑ＝１８时，系统（１２）的混沌解

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１２）ｆｏｒｑ＝１８

以ｑ为参数，系统（１２）的周期解的分岔图如图
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６所示．当时系统出现跨临界分岔，半平凡周期解分
岔出正周期１解，当时，出现倍周期分岔，正周期１
解分岔出正周期２解．系统还存在混沌解，它是通过
倍周期分岔得到的，图７给出了一个这样的解．

４　结束语

对于脉冲自治系统的稳定性，现有的文献只能

解决当周期解已经求出时其轨道稳定性，而对于大

量的无法求出周期解的系统尚无有效的方法，目前

已有的结论大都是数值结果．本文讨论了一类不能
求出显式解的脉冲自治方程，利用降维处理的方法

从理论上得到了系统正周期解存在与稳定的条件．
本文的结论说明状态依赖的脉冲系统具有丰富的

动力学行为，而本文所建立和采用的数学方法可以

用来研究类似的脉冲系统的周期轨道的存在性及

其稳定性．得到的生物结论说明了我们了我们可以
通过脉冲控制某个变量使之不超过阈值，以保证另

一个物种不会灭绝，保护了物种的多样性，同时为

估计更加精确的阈值提供了一定的理论依据．
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