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飞机起降过程中机场道面的动力响应
钟阳　 曹长勇

（大连理工大学土木水利学院，大连　 １１６０２４）

摘要　 利用改进的Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ法分析了飞机起降过程中机场道面板的动力响应问题．在分析中把机场道面
板简化成Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上四边自由的矩形弹性薄板，通过引入两端自由的梁函数，采用改进的Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ法
将机场道面板的动力微分方程化简成为常微分方程，然后利用Ｄｕｈａｍｅｌ积分求得问题的精确解．文中还通
过具体算例，分析了移动载荷的速度、加速度、道面板厚度和地基基床系数对板的动力响应的影响．计算结
果表明：移动载荷的速度和地基的基床系数对道面板的动力响应有较大影响；而飞机起降时的加速度、减速
度及道面板厚度对机场道面动力响应的影响不大．
关键词　 机场道面板，　 动力响应，　 加速度，　 改进的Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ法

引言
弹性地基上薄板的动力响应一直是受力学以及

土木界所关注的问题之一．国内外许多学者对此进
行过大量的研究工作［１ － ５］．近年来，研究者们已逐渐
认识到机场道面动力分析的重要性，并采用弹性地
基上的薄板作为分析模型（包括动力或静力模型）来
分析路面的挠度、应力和应变［６ － ８］．这当中大多数采
用弹性地基或粘弹性地基上的无限大板模型来代表
刚性路面［９ － １０］，用移动荷载来表示飞机或车辆荷
载［１１］．但是，分析和实验的研究表明，弹性地基上四
边自由薄板模型更符合路面分析实际情况［８］［１２］．然
而由于求得严格满足四边自由边界条件的解析解十
分困难，至今对该种边界条件的板的精确解答研究
不多．目前绝大多数是采用变分法或数值法（有限元
法）来求得该问题的近似解答［６］－［１３］．

本文采用Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上四边自由的矩形薄
板模型来研究移动荷载作用下机场道面板的动力
响应问题．引入两端自由的梁函数，利用改进的
Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ法求解该问题．通过数值计算研究了移
动载荷的速度、加速度、道面板厚度和地基基床系
数对板的动力响应的影响．

１　 基本控制方程
如图１．所示，假设飞机荷载Ｐ沿道面板上ｘ

方向运动，ｘ － ｙ坐标系固定在矩形薄板的中性面
上，ｘ轴方向为飞机行进方向．飞机的初速度为ｖ，
加速度为ａ，板上任一点的动挠度为ｗ（ｘ，ｙ，ｔ），则
矩形薄板的形变势能Ｕ、动能Ｔ及移动集中荷载做
功Ｗ分别为：

图１　 移动荷载作用下Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上四边自由矩形薄板
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其中：Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／［１２（１ － μ２）］为板的抗弯刚度；Ｅ，
μ，ｈ分别为薄板的弹性模量、泊松比和厚度；Ｋ为
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地基的基床系数；ρ，ｌ，ｂ分别为矩形薄板的密度、
长和宽；ｘ０ ＝ ｖｔ ＋ １ ／ ２ａｔ２，ｙ０ 为荷载所处位置的坐
标，δ（．）是Ｄｉｒａｃ － ｄｅｌｔａ函数．

根据弹性力学中的哈密尔顿原理

∫
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其中２ ＝ ２ ／ ２ｘ ＋ ２ ／ ２ｙ为拉普拉斯算子，薄板
的弯矩Ｍｘ，Ｍｙ和剪力Ｖｘ，Ｖｙ分别为

Ｍｘ ＝ 
２ｗ ／ ｘ２ ＋ μ（２ｗ ／ ｙ２） （６）

Ｖｘ ＝ 
３ｗ ／ ｘ３ ＋（２ － μ）（３ｗ ／ ｘｙ２） （７）

Ｍｙ ＝ 
２ｗ ／ ｙ２ ＋ μ（２ｗ ／ ｘ２） （８）

Ｖｙ ＝ 
３ｗ ／ ｙ３ ＋（２ － μ）（３ｗ ／ ｙｘ２） （９）

２　 振动方程求解
薄板上点（ｘ，ｙ）处在时刻ｔ的动挠度ｗ（ｘ ，ｙ，

ｔ）用下式表示
ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑∞

ｎ ＝ １
ｗｎ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑

∞

ｎ ＝ １
［ｕ（ｘ，ｔ）Ｙｎ（ｙ）］

（１０）
式中Ｙｎ（ｙ）为自由－自由梁函数，满足板ｙ方向两
端自由的边界条件：

Ｙ１（ｙ）＝ １，Ｙ２（ｙ）＝槡３（１ － ２ｙ ／ ｂ） （１１ａ）
Ｙｎ（ｙ）＝（ｃｈａｎｙ ＋ ｃｏｓａｎｙ）－ Ｃｎ（ｓｈａｎｙ ＋
　 ｓｉｎａｎｙ）　 　 （ｎ ＞ ２） （１１ｂ）
Ｃｎ ＝（ｃｈａｎｂ － ｃｏｓａｎｂ）／（ｓｈａｎｂ － ｓｉｎａｎｂ），
ａｎｂ ＝（２ｎ － ３）π ／ ２ （１１ｃ）

所以
δｗｎ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｙｎ（ｙ）δｕ（ｘ，ｔ） （１２）

把式（１１）和式（１２）代入式（５）后，对ｙ在［０，ｂ］上
积分并整理可得
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　 ＰＹｎ（ｙ０）／（ＤＡ１ｎ）δ［ｘ －（ｖｔ ＋ １ ／ ２ａｔ２）］（１３）

式中
Ｂｎ ＝［Ａ２ｎ ＋（μ － １）ａ１ｎ］／ Ａ１ｎ，
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再令

ｕ（ｘ，ｔ）＝ ∑∞
ｍ ＝ １
Ｘｍ（ｘ）ψｍｎ（ｔ） （１４）

其中
Ｘ１（ｘ）＝ １，Ｘ２（ｘ）＝槡３（１ － ２ｘ ／ ｌ） （１５ａ）
Ｘｍ（ｘ）＝（ｃｈａｍｘ ＋ ｃｏｓａｍｘ）－ Ｃｍ（ｓｈａｍｘ ＋
　 ｓｉｎａｍｘ）　 　 （ｍ ＞ ２） （１５ｂ）
Ｃｍ ＝（ｃｈａｍｌ － ｃｏｓａｍｌ）／（ｓｈａｍｌ － ｓｉｎａｍｌ），
ａｍｌ ＝（２ｍ － ３）π ／ ２ （１５ｃ）

将式（１４）、（１５）代入式（１３），两边同乘以Ｘｊ（ｘ）再
对ｘ在［０，ａ］上积分，考虑正交性可得

ψ¨ ｍｎ（ｔ）＋ ω２ｍｎψｍｎ（ｔ）＝ Ｑｍｎ（ｔ） （１６）
式中
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由结构动力响应的Ｄｕｈａｍｅｌ积分得
ψｍｎ（ｔ）＝ ＰＹｎ（ｙ０）
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把式（１１）、（１５）代入式（２１）进行积分，所得结果与
式（１４）一起代入式（１０）可得
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其中
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ψ２ｎ（ｔ）＝槡３ＰＹｎ（ｙ０）ｌω４ｍｎＭｍＤＡ１ｎ
［（２ａ ＋ｌω２ｍｎ）（１ －ｃｏｓ（ωｍｎｔ））＋
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　 ψｍｎ（ｔ）＝ ＰＹｎ（ｙ０）
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［ｅｘｐ（ｚ１）［ｅｒｆｉ（ｒ１ ＋ｒ５ｔ）－ｅｒｆｉ（ｒ１）］＋ｅｘｐ（ｚ２）［ｅｒｆ（ｒ２ ＋
ｒ５ｔ）－ｅｒｆ（ｒ２）］－ｅｘｐ（ｚ３ ＋ｉωｍｎｔ）［ｅｒｆｉ（ｒ２ ＋ｒ５ｔ）－
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ｅｒｆｉ（ｒ２）］－ｅｘｐ（ｚ４ ＋ｉ２ωｍｎｔ）［ｅｒｆ（ｒ１ ＋ｒ５ｔ）－ｅｒｆ（ｒ１）］］＋
４［ｃｏｓ（ωｍｎｔ －ｒ７）［Ｓ（ｒ４ ＋ｒ６ｔ）－Ｓ（ｒ４）］－ｃｏｓ（ωｍｎｔ ＋ｒ８）×
［Ｓ（ｒ３ ＋ｒ６ｔ）－Ｓ（ｒ３）］＋ｓｉｎ（ωｍｎｔ －ｒ７）［Ｃ（ｒ４ ＋ｒ６ｔ）－
Ｃ（ｒ４）］＋ｓｉｎ（ωｍｎｔ ＋ｒ８）［Ｃ（ｒ３ ＋ｒ６ｔ）－Ｃ（ｒ３）］］－
ｉ槡２Ｃｍｅｘｐ［－０．５（ｚ１ ＋ｚ４ ＋ｉ２ωｉｊ ｔ）］［ｅｘｐ（ｚ１）［ｅｒｆｉ（ｒ１ ＋ｒ５ｔ）－
ｅｒｆｉ（ｒ１）］－ｅｘｐ（ｚ２）［ｅｒｆ（ｒ２ ＋ｒ５ｔ）－ｅｒｆ（ｒ２）］－ｅｘｐ（ｚ３ ＋
ｉ２ωｍｎｔ）［ｅｒｆｉ（ｒ２ ＋ｒ５ｔ）－ｅｒｆｉ（ｒ２）］＋ｅｘｐ（ｚ４ ＋ｉ２ωｍｎｔ）×
［ｅｒｆ（ｒ１ ＋ｒ５ｔ）－ｅｒｆ（ｒ１）］］－４Ｃｍ［ｓｉｎ（ωｍｎｔ －ｒ７）［Ｓ（ｒ４ ＋
ｒ６ｔ）－Ｓ（ｒ４）］＋ｓｉｎ（ωｍｎｔ ＋ｒ８）［Ｓ（ｒ３ ＋ｒ６ｔ）－Ｓ（ｒ３）］－
ｃｏｓ（ωｍｎｔ －ｒ７）［Ｃ（ｒ４ ＋ｒ６ｔ）－Ｃ（ｒ４）］＋ｃｏｓ（ωｍｎｔ ＋
ｒ８）［Ｃ（ｒ３ ＋ｒ６ｔ）－Ｃ（ｒ３）］］｝ （ｍ≥３）

其中
　 ｉ ＝ －槡１，Ｓ（ｚ）＝ ∫

ｚ

０
ｓｉｎ（πｔ

２

２ ）ｄｔ，Ｃ（ｚ）＝ ∫
ｚ

０
ｃｏｓ（πｔ

２

２ ）ｄｔ，

　 ｅｒｆ（ｚ）＝ ２
槡π∫

ｚ

０
ｅ－ｔ２ｄｔ，ｅｒｆｉ（ｚ）＝ ｅｒｆ（ｉｚ）／ ｉ，ｚ１ ＝ ω２ｍｎ ／ ａａｍ，

　 ｚ２ ＝ ｖ
２ａｍ ／ ａ，ｚ３ ＝ ωｍｎ（ωｍｎ ＋ ｉ２ｖａｍ）／ ａａｍ，

　 ｚ４ ＝ ｖ（ｖａｍ ＋ ｉ２ωｍｎ）／ ａ，ｒ１ ＝（ｖａｍ ＋ ｉωｍｎ）／ ２ａａ槡ｍ，
　 ｒ２ ＝（ｖａｍ － ｉωｍｎ）／ ２ａａ槡ｍ，ｒ３ ＝（ｖａｍ ＋ωｍｎ）／ πａａ槡ｍ，
　 ｒ４ ＝（ｖａｍ －ωｍｎ）／ πａａ槡ｍ，ｒ５ ＝ ａａｍ ／槡 ２，ｒ６ ＝ ａａｍ ／槡 π，
　 ｒ７ ＝（ｖａｍ ＋ωｍｎ）／ ２ａａ槡ｍ，ｒ８ ＝（ｖａｍ －ωｍｎ）／ ２ａａ槡ｍ．

根据式（６ － ９）和（２２）结合弹性力学理论［１４］

可以方便地求出四边自由边界条件下机场道面板
在移动飞机荷载作用下板底的动应力．

３　 数值算例和分析
机场道面、地基和飞机荷载的参数［８］分别取：

Ｅ ＝ ３４，３００ＭＰａ，μ ＝ ０． １６７，Ｋ ＝ ４２ＭＮ ／ ｍ３，ｈ ＝
２４ｃｍ，ρ ＝ ２３００ｋｇ ／ ｍ３，Ｐ ＝ ４５０． ８ｋＮ，ｌ ＝ ６ｍ，ｂ ＝ ４ｍ．
道面板初始静止，集中荷载Ｐ从板的左端（ｘ ＝ ０，ｙ
＝ ｙ０）开始沿直线向右运动．下面将主要研究不计
飞机爬升力的最不利情况下，道面板在移动荷载做
匀加速和匀减速运动时的动力响应情况．将以上参
数代入式（２２）进行计算，计算结果表明当取ｍ≥３，
ｎ≥３时，结算结果已经很接近真实值，一般取ｍ ＝
４，ｎ ＝ ４就能达到工程上的精度要求．另外，对飞机
荷载通过道面板过程中的每一时刻而言，荷载作用
点处的动挠度是最大的，并且荷载位于薄板边缘时
产生的最大动挠度明显大于荷载位于薄板中心时
产生的最大动挠度．这与文献［８］中的理论计算和
实测情况一致．

为便于进行比较，此处引入无量纲时间ｓ ＝ ｔ ／
ｔｉ作为位移时程曲线图的横坐标（ｔｉ为荷载通过薄
板所用时间）．图２表示加速度为ａ ＝ １ｍ ／ ｓ２，速度
分别为１０ｍ ／ ｓ、２０ｍ ／ ｓ、３０ｍ ／ ｓ、５０ｍ ／ ｓ、１００ｍ ／ ｓ和
２００ｍ ／ ｓ时道面板上（ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ２）点处的动挠度时
程曲线．从图２分析得出：随飞机速度增大机场道
面板的动挠度有所减小，且动挠度变化速率有明显
减小，说明荷载速度对挠度变化速率有较大影响．
此外，当荷载Ｐ位于板边缘时，该点的最大动挠度
达到最大值；随着荷载远离该点，其正挠度（向下的
挠度）值变小负挠度（向上的挠度）值增大，在Ｐ到
达对边时负值达到最大．这主要是由于薄板四边缺
少必要的边界约束而导致的．另外，可以看出在飞
机速度较小时，道面的振动会更快，较易造成道面
疲劳．

图２　 不同速度时道面板上（ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ２）处的动挠度时程曲线
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ （０，２）

图３　 不同加速度、减速度时
道面板上（ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ２）处的动挠度时程曲线
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｅｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｔ ｐｏｉｎｔ （０，２）

图３描述的是速度ｖ ＝ １００ｍ ／ ｓ加速度ａ分别
为－ ５０ｍ ／ ｓ２，－ ２０ｍ ／ ｓ２，－ ５ ｍ ／ ｓ２，５ｍ ／ ｓ２，２０ｍ ／ ｓ２，
５０ｍ ／ ｓ２时边缘点（ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ２）处的动挠度时程曲
线．对比图３中的各图可以看出：移动荷载的加速
度对四边自由薄板的动挠度影响很小，因此在机场
道面的动力位移分析中可以不考虑飞机加速度的
影响．
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图４表明薄板厚度变化对薄板上（ｘ ＝ ０，ｙ ＝
２）点处的动力响应的影响．随着道面板厚度增大，
其振动频率减小，振幅也有减小，但刚性道面板厚
度变化对道面板的动位移影响不大；图５给出了（ｘ
＝ ０，ｙ ＝ ２）点处地基基床系数变化对道面板动力
位移响应的影响．随着基床系数的增大，最大动挠
度明显减小，但频率有所增加．因此，在修筑路基时
保证路基压实质量就很重要，密实度和刚度较高的
路基能较大幅度降低动位移和动应力．

图４　 不同板厚时道面板上（０，２）位置的动力响应曲线
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｔ （１，２）

图５　 不同基床系数Ｋ时道面板上（０，２）位置的动力响应曲线
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｋ ａｔ （１，２）

４　 结论
本文利用改进的Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ方法求得飞机起

降过程中移动飞机荷载作用下Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上薄
板的动力位移响应，并通过具体算例分析了移动载
荷的速度、加速度、道面板厚度和地基基床系数对
机场道面动力位移响应的影响，可以得到以下结
论：

（１）对于移动飞机荷载作用下Ｗｉｎｋｌｅｒ地基上
的四边自由矩形薄板，最大动挠度出现在板的边角
部位，且板边角处的最大动挠度明显大于板中心
点处的最大动挠度．

（２）随飞机荷载移动速度增大，混凝土路面最
大动挠度略有减小，并且动挠度变化速率明显变
小．在飞机跑过道面板的过程中，飞机速度较小时
道面的的动挠度变化较飞机速度大时要快．当移动

荷载的速度一定时，荷载的加速度对板的动力位移
响应的影响很小．因此，在进行机场道面动力分析
时可以不考虑飞机起降时加速度的影响．

（３）机场道面板的厚度和地基的刚度对移动
荷载作用下四边自由矩形板的动挠度都有影响，但
地基刚度的影响更大．因此，在道路修筑时，提高路
基压实度并保证必要的刚度可以有效减小对路面
的损坏．
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