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圆型薄板的临界转速分析
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摘要　 对内边夹支外边自由的一类薄圆板，利用卡门大挠度理论建立了其旋转时的横向振动方程．通过化
简并应用伽辽金法对该偏微分方程离散化，计算出了一个刚度算子在不同的节径数ｎ下的最低阶（节圆数
ｍ ＝ ０）特征值及简化方程相应模态的特征频率．给出了临界转速的计算方法，并讨论了其随板的内外半径比
ａ ／ ｂ及泊松比μ的变化关系．分析结果表明，对于节径ｎ ＝ ０和ｎ ＝ １均不存在临界转速，对于其它节径ｎ，临
界转速随着内外半径比的增大而增大随着泊松比的增大而减小．这对于电脑硬盘、圆锯、涡轮机等高速旋转
设备的设计有重要的参考意义．
关键词　 圆板，　 临界转速，　 伽辽金法，　 特征值，　 行波

引言
旋转圆板在工程中有广泛的应用如电脑硬盘、

木工圆锯、涡轮机等．一般认为圆板在旋转时会存
在不同程度的振动，但不一定会失稳．只有当圆板
的工作转速等于或接近临界转速时，一个很小的横
向外力就会使圆板产生强烈振动，使其失去稳定
性，从而给设备带来灾难性的后果．为了避免这种
情况的发生，所以旋转圆板必须在低于临界转速的
状态下工作．为了加快计算机硬盘的存取速度以及
提高圆锯的切削速度就需要尽量提高工作转速．在
设计中就必须使圆板的转速远离临界转速，因此对
临界转速的研究有很大的实际意义．

最早在１９２１年Ｌａｍｂ和Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ用经典线性
振动理论对旋转盘的振动进行了研究［１］；Ｒａ － ｍａ
ｉａｈ用瑞利—李兹法对各种边界条件下的旋转圆环
板自振频率做了计算［２］；Ｎｏｗｉｎｓｋｉ用卡门板理论研
究了旋转圆板的非线性动力学，对其自振频率做了
预测［３］；Ｌｅｅ和Ｎｇ用拉格朗日法对线性和指数变
化的变厚度板的临界转速做了计算［４］；Ｒａｍａｎ和
Ｍｏｔｅ用平均化方法研究了弹性旋转圆盘在临界转
速附近的１：１内共振［５］；Ｃｈｅｎ用多尺度法研究了
在横向周期激励载荷作用下的旋转圆盘发生次共
振时前行波和后行波的非线性耦合［６］．

本文在根据卡门板理论，考虑了旋转对中面内

力的影响，建立了圆板的横向振动微分方程，并对
方程做了进一步的化简得到旋转圆板自由振动方
程．根据边界条件，设出横向位移模态，结合伽辽金
法对方程离散．在离散过程中首先定义了一个刚度
算子，通过该算子的特征值问题得到了相关特征值
和对应的模态．将所得模态代入化简后的自由振动
方程算出旋转圆板在各阶模态下的行波频率，与板
的旋转方向一致的行波称之为前行波，反之则为后
行波．不同模态的后行波频率不会同时在某一转速
下为零，当转速增加时，后行波频率首先为零的模
态称为临界转速模态，此时的转速就为临界转速．
计算了低阶（节径数ｎ５）模态的临界转速和内外
半径比ａ ／ ｂ以及泊松比μ关系．为旋转薄板的设计
提供了一定的依据．

１　 运动方程
考虑以常角速度Ω绕ｚ轴旋转的等厚线弹性

圆板的旋转，如图１所示．圆板在内半径ｒ ＝ ａ处夹
支，在外半径ｒ ＝ ｂ处自由，板的厚度为ｈ．惯性坐标
系（ｒ，θ）建立在板中性（ｚ ＝ ０）的几何中心，故板的
上下表面分别为ｚ ＝ ± ｈ ／ ２．

计入离心力的影响，参照文献［３］，用Ｖｏｎ Ｋａｒ
ｍａｎ理论建立了旋转圆板的大挠度横向振动方程
如下

ρｈ（ｗ，ｔｔ ＋ ２Ωｗ，θｔ ＋ Ω２ｗ，θθ）＋ Ｄ４ｗ ＋ ｃ（ｗ，ｔ ＋
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　 Ωｗ，θ）－ ｈＬ［ｗ，］＋ ρｈｒΩ２（ｒ２
２ｗ ＋ｗ，ｒ）＝０

４ ＝ － １２ ＥＬ［ｗ，ｗ］＋２ρ（１ －μ）Ω
２ （１）

图１　 内边固定—外边自由的旋转圆板
Ｆｉｇ． １　 Ｓｐｉｎｎｉｎｇ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ

ｃｌａｍｐｅｄ ｉｎｎｅｒ － ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｏｕｔｅｒ － ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｗ和为板的横向位移和应力函数，式中算子
２ ＝ 

ｒ２
＋ １ｒ


ｒ
＋ １
ｒ２
２

θ２
（２）

Ｌ［ｕ，ｖ］＝ ｕ，ｒｒ（ｖ，ｒｒ ＋
ｖ，θθ
ｒ２
）－ ２（ｖ，ｒθｒ －

ｖ，θ
ｒ２
）（ｕ，ｒθｒ －

　
ｕ，θ
ｒ２
）＋ ｖ，ｒｒ（ｕ，ｒｒ ＋

ｕ，θθ
ｒ２
） （３）

其中ρ、ｃ、Ｅ、μ、Ｄ分别为板材料的密度、阻尼系数、
弹性模量、泊松比和弯曲刚度

Ｄ ＝ Ｅｈ３

１２（１ － μ２）
对于内边夹支外边自由的圆板有以下边界条件

ｒ ＝ ａ　 ｗ ＝ ０，ｗ，ｒ ＝ ０ （４）
　 　 　 ｕ０ ＝ ０，ｖ０ ＝ ０ （５）
ｒ ＝ ｂ　 ｗ，ｒｒ ＋ μ（１ｒ ｗ，ｒ ＋

１
ｒ２
ｗ，θθ）＝ ０，

　 　 （２ｗ），ｒ ＋ １ － μｒ２ （ｗ，ｒ ＋
１
ｒ ），θθ ＝ ０ （６）

１
ｒ ，ｒ ＋

１
ｒ２
，θθ －

１
２ ρｒ

２Ω２ ＝ ０，１
ｒ２
，θ －

１
ｒ ，ｒθ
＝ ０

（７）
式（１）联合（４）－（７）构成完整的轴对称圆板的大
挠度动力学方程．

不妨设 ＝ １ ＋ ２，１由旋转产生，２与横向
位移ｗ有关，由于旋转对称性１只是ｒ的函数，和
θ无关．则中面应力也分为两部分

σ０ｒ ＝σ
０
１ｒ ＋σ

０
２ｒ ＝（１ｒ １，ｒ －

１
２ ρｒ

２Ω２）＋ １ｒ ２，ｒ ＋
１
ｒ２
２，θθ

（８）

σ０θ ＝ σ
０
１θ ＋ σ

０
２θ ＝ １，ｒｒ －

１
２ ρｒ

２Ω２）＋ ２，ｒｒ （９）

τ０ｒθ ＝ ０ ＋ τ
０
２ｒθ ＝

１
ｒ２
２，θ －

１
ｒ ２，ｒθ （１０）

即
σ０１ｒ ＝（１ｒ １，ｒ －

１
２ ρｒ

２Ω２），σ０１θ ＝ （１ｒ １，ｒｒ －
１
２

ρｒ２Ω２），τ０１ｒθ ＝ ０ （１１）
对于σ０１ｒ和σ０１θ，参照文献［７］，代入边界条件

（５）和（７）计算得出
σ０１ｒ ＝

１ ＋ μ（１ － μ）ａ４ ＋（３ ＋ μ）ｂ４
８（１ － μ）ａ２ ＋（１ ＋ μ）ｂ２ ρΩ

２ ＋

　 １ － μ［（３ ＋ μ）ｂ
２ －（１ － μ）ａ２］ｂ２

８（１ － μ）ａ２ ＋（１ ＋ μ）ｂ２ （ａｒ ）
２ρΩ２ －

　 ３ ＋ μ８ ρｒ
２Ω２ （１２）

σ０１θ ＝
１ ＋ μ（１ － μ）ａ４ ＋（３ ＋ μ）ｂ４
８（１ － μ）ａ２ ＋（１ ＋ μ）ｂ２ ρΩ

２ －

　 １ － μ［（３ ＋ μ）ｂ
２ －（１ － μ）ａ２］ｂ２

８（１ － μ）ａ２ ＋（１ ＋ μ）ｂ２ （ａｒ ）
２ρΩ２ －

　 １ ＋ ３μ８ ρｒ２Ω２ （１３）
将（１２）－（１３）式代回（１１）得到１，并用１ ＋ ２
代替（１）中的化简得

ρｈ（ｗ，ｔｔ ＋２Ωｗ，θｔ ＋Ω２ｗ，θθ）＋Ｄ４ｗ ＋ｃ（ｗ，ｔ ＋
　 Ωｗ，θ）－ ｈＬ［ｗ，２］－ ｈＦ（ｗ）＝ ０
４２ ＝ －

１
２ ＥＬ［ｗ，ｗ









 ］
（１４）

式（１４）中算子
Ｆ ＝ １ｒ ［


ｒ
（ｒσ０１ｒ ｒ）＋


θ
（１ｒ σ

０
１θ

θ
）］ （１５）

引入下面的无量纲参数

ｗ′ ＝ ｂ
ｈ２
ｗ，ｔ′ ＝ ｔ

ｂ２
Ｄ
ρ槡ｈ，ω′ ＝ Ωｂ２ ρｈ槡Ｄ，ｒ′ ＝ ｒｂ，′

＝ ｈＤ，ｃ
′ ＝ ｂ４

２４（１ － μ２） ρｈ５槡Ｄ
ｃ，σ′ ＝ ｈｂ

２

Ｄ σ （１６）

则将（１６）代入控制方程（１４），去掉上标“′”后
ｗ，ｔｔ ＋ ２ωｗ，θｔ ＋ ω

２ｗ，θθ ＋
４ｗ ＋ ｃε（ｗ，ｔ ＋

　 ωｗ，θ）－ Ｌ［ｗ，２］－ Ｆ（ｗ）＝ ０
４２ ＝ －

１
２ εＬ［ｗ，ｗ









 ］
（１７）

其中
ε ＝ １２（１ － μ２）ｈ

２

ｂ２
（１８）

９７
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若考虑特殊情况ε ＝ ０（１７）式第二式等于零，第一
式则变成

ｗ，ｔｔ ＋ ２ωｗ，θｔ ＋ ω
２ｗ，θθ ＋

４ｗ － Ｆ（ｗ）＝ ０ （１９）
上式即为旋转圆板的线性自由振动方程．

２　 伽辽金法
为了计算上的方便，在运用伽辽金法求解

（１９）所表示方程的临界转速时，分两步进行．首先
定义了一个自伴随的刚度算子，通过该算子的特征
值问题得出板横向振动的模态；接着，将该模态解
代入完整的动力学方程（１９）计算该模态对应的特
征频率．

对于方程（１９）定义刚度算子
Ｌ０（ｗ）＝４ｗ － Ｆ（ｗ） （２０）

则特征方程为
Ｌ０（ｗ）＝ λ２ｗ （２１）

对于给定的节径数ｎ，假设式（２１）特征解为
ｗｎ（ｒ，θ）＝ ｅｉｎθＲｎ（ｒ）＝ ｅｉｎθ∑

Ｍ

ｋ ＝ １
ｃｋφｋｎ（ｒ） （２２）

其中ｃｋ为未知常数． φｋｎ（ｒ）为节径为ｎ时的一
系列比较函数．

将（２２）代入（２１）产生残差
Ｒｅｓ１ ＝ Ｌ０（ｗｎ）－ λ２ｎｗｎ （２３）
运用伽辽金法有以下方程
（φｋｎｅｉｎθ，Ｒｅｓ１）＝ ０　 ｋ ＝ １，２，３，…，Ｍ （２４）

式中
（Ｘ，Ｙ）＝ ∫

２π

０ ∫
ｂ

ａ
Ｘ
－
Ｙｒｄｒｄθ （２５）

对于（２４）可以写成以下形式
δ１１ δ１２ …δ１Ｍ
δ２１ δ２２ …δ２Ｍ

δＭ１ δＭ２ …δ













ＭＭ

Ｃ１
Ｃ２

Ｃ













Ｍ

＝ ０ （２６）

其中
δｉｊ ＝〈φｉｎ，Ｌ０（φｊｎ）－ λ２ｎφｊｎ〉 （２７）
齐次线性方程组有非零解的充要条件就是系

数行列式为零，从而解出Ｍ个λｎ，将其分别代入方
程（２６）求得Ｃ，并结合（２２）便得到了各自对应的
模态．这些不同的λ ｉｎ对应于不同的节圆数，其中最
小的对应零节圆，记为λ０ｎ ．在这里我们只关心最低
阶即λ０ｎ和与它对应的模态ｗ０ｎ，这些特征值和模态
都是板的旋转角速度ω的函数．

设方程（１９）的谐波解为［８］

ｗｎ（ｒ，θ，ｔ）＝ ＺＲｎ（ｒ）ｅｉｎθｅβｎｔ ＋ Ｚ－ Ｒｎ（ｒ）ｅ－ｉｎθｅβｎｔ
（２８）

其中Ｚ为复常数，Ｚ－为其共轭．则当节圆数ｍ ＝０时
ｗ０ｎ（ｒ，θ，ｔ）＝ ＺＲ０ｎ（ｒ）ｅｉｎθｅβｎｔ ＋ Ｚ－ Ｒ０ｎ（ｒ）ｅ－ｉｎθｅβｎｔ

（２９）
将（２９）代入（１９）产生残差

Ｒｅｓ２ ＝ Ｚ［（β２ｎ ＋ ２ｉｎωβｎ － ｎ２ω２）Ｒ０ｎ（ｒ）＋
　 Ｌ０（Ｒ０ｎ（ｒ））］ｅｉｎθ＋βｎｔ ＋ Ｚ－［（珔β２ｎ － ２ｉｎω珔βｎ －
　 ｎ２ω２）Ｒ０ｎ（ｒ）＋ Ｌ０（Ｒ０ｎ（ｒ））］ｅ－ｉｎθ＋βｎｔ （３０）

再次运用伽辽金法
〈Ｒ０ｎ（ｒ）ｅｉｎθ，Ｒｅｓ２〉＝ ０ （３１）

即
２πＺｅβｎｔ（β２ｎ ＋ ２ｉｎωβｎ － ｎ２ω２ ＋
　 λ２０ｎ）∫

ｂ

ａ
ｒＲ２０ｎ（ｒ）ｄｒ ＝ ０ （３２）

所以得到
βｎ ± ＝ －（ｎω ± λ０ｎ）ｉ （３３）
当旋转圆板振动时，从静坐标系和动坐标系中

的看到结果有所不同．在静坐标系看到的是向板
前、后两个方向旋转的行波，其中和旋转方向相同
的为前行波，与旋转方向相反的则为后行波．两个
行波振动的固有频率不相等，前行波的频率大于后
行波．从动坐标系看到的则是相对旋转板不动的振
动，频率只有一个［９］．

βｎ ±分别为前行波和后行波频率，随着ω的变化
而变化，当后行波频率ｎω － λ０ｎ为零时ω称为相应
模态的临界转速．在此转速下，一个很小的横向力都
可以使板产生很大的变形，故这种模态应尽量避免．

在上面的过程中，βｎ ±是基于方程（１９）来计算
的，而该方程是在固定坐标系下建立的，不随板的转
动而动，称为静频；如果把坐标系建立在板上，即随
板转动，这样就转化成（２０）所对应的特征值问题了，
因而所得出的特征值λ０ｎ即为动频．则动频和静频的
关系为（３３）所示．这和文献［９］中的结果是一致的．

３　 算例
对于每个给定的波节数ｎ（ｎ５），取
φｎ ＝∑

７

ｊ ＝ １
ｘｊ（ｒ － ａ）１ ＋ ｊ （３４）

将（３４）代入边界条件（６）（边界条件（４）自然满

０８
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足）求解关于Ｘ的方程，可以得到５个线性无关的
比较函数φ１ｎ、φ２ｎ、φ３ｎ、φ４ｎ和φ５ｎ，则

ｗｎ（ｒ，θ）＝ ｅｉｎθ∑
５

ｋ ＝ １
ｃｋφｋｎ（ｒ） （３５）

实践证明取５阶有足够的精度．
重复（２２）－（３３）的过程计算出各阶特征值

（即动频λ０ｎ）和前后行波频率λ０ｎ ＋ ｎω和λ０ｎ － ｎω
（即（３３）中的βｎ ＋和βｎ －）．前后行波频率随角速度
ω的关系见图２和图３，其中前行波用Ｆ表示，后
行波用Ｂ表示．（０，３）Ｂ就表示波节数为３的最低
阶后行波频率，依次类推．由于临界转速是后行波
频率为零时的角速度，从图上得知后行波频率与横
坐标轴的交点即为临界转速．

图２　 静频随角速度的变化
Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｔｉｃ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｖｅｒｓｕｓ ａｎｇｕｌａｒ ｓｐｅｅｄ

图３　 图２的局部放大
Ｆｉｇ． ３　 Ｌｏｃａｌ ｍａｇｎｉｆｙｉｎｇ ｍａｐ ｏｆ Ｆｉｇ． ２

下面分别计算了临界转速随内外半径比（μ ＝
０． ３）变化关系和随泊松比（ａ ／ ｂ ＝ ０． ３）的变化关
系，结果见图４和图５．

４　 结论
通过应用卡门板理论建立了旋转圆板的动力

学方程，假设出一类内边夹支外边自由圆板的振动

模态．用两次伽辽金法分别计算出圆板自由振动的
动频和静频，得出了两者之间的关系．定义并计算
了临界转速，讨论了临界转速随内外半径比和泊松
比的变化关系．

对于各波节数ｎ（ｎ ＝ ０，１，２，…，５），通过计算
发现：

（１）对于固定的动频随角度的增大而增大；对
固定的角速度，ｎ越大动频越大，而且相邻ｎ之间
的距离随ｎ的增加而增加．

（２）除过ｎ ＝ ０，对于其他节径，静频＝动频± ｎ
×角速度．
（３）ｎ ＝ ０和ｎ ＝ １没有临界转速，其余的都有

临界转速；临界转速不一定随波节数的增加而增
大，图３中ｎ ＝ ３的临界转速就小于ｎ ＝ ２的，因为
临界转速还与内外半径比ａ ／ ｂ和泊松比μ有关．

（４）对于各个ｎ，临界转速随着内外半径比ａ ／ ｂ
增加而增大；ｎ越小增加的幅度越大，曲线相对较陡；ｎ
越大增大的幅度就越小，曲线比较平缓；具体见图４．

图４　 临界转速随内外半径比的变化
Ｆｉｇ． ４　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄ ｖｅｒｓｕｓ ｉｎｎｅｒ － ｔｏ － ｏｕｔｅｒ ｒａｄｉｕｓ ｒａｔｉｏ

（５）对于各个ｎ，临界转速随泊松比μ增加而
减小，见图５．

图５　 临界转速随泊松比的变化
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄ ｖｅｒｓｕｓ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ
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