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摘要　 首先利用哈密顿原理，将桥梁结构振动微分方程转化为哈密尔顿正则方程形式，然后将精细积分思
想的算法引入到辛算法中，形成辛精细积分算法．在时间微段上，将非齐次项正弦／余弦化，得到了荷载识别
的辛精细积分格式．与传统ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法及荷载识别的精细积分格式相比，仿真算例表明本文算法不仅
提高了识别精度，而且在长期定量计算中保持了辛算法的稳定性，计算结果不受积分步长的影响，因此可通
过增大积分步长，缩短仿真时间，提高计算效率．
关键词　 荷载识别，　 桥梁结构，　 哈密尔顿系统，　 辛精细积分，　 移动荷载，　 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，　 精细
积分方法

引言
近年来，随着高速铁路的出现与大跨度桥梁的

发展，车桥动力相互作用问题的研究已成为桥梁振
动领域中一个重要的课题，如何通过结构的响应有
效地反演桥梁结构的移动荷载，对桥梁结构的设计
与建造均具有重要的指导意义．

冯康提出哈密尔顿动力体系的保辛差分为保
守体系数值积分指出了方向［１］，钟万勰等基于计算
力学和最优控制的相似性将哈密尔顿体系理论应
用于有限元方法，并发展了精细积分算法［２］，已有
不少学者在这方面做了有益的探讨［３７］．本文将桥
梁振动系统有效地转化为哈密尔顿体系，将精细积
分思想引进到辛几何算法中，形成辛精细积分方
法，并将该算法应用到桥梁结构移动荷载识别研究
中，将传统的基于经典牛顿力学的移动荷载识别方
法推广到以辛几何为基础的哈密尔顿体系中，从而
有望为荷载识别这一结构动力学逆问题的研究提
供新的研究途径．

１　 动力学模型
图１所示，假设简支连续梁模型为Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

Ｅｕｌｅｒ梁（不考虑剪切变形与转动惯量的影响），等
截面（ＥＩ为常数），恒载质量均匀分布（单位长度梁
的质量ρ为常数），随时间变化荷载ｆ（ｔ）以匀速ｃ

沿梁从左向右移动，梁的运动满足小变形理论并在
弹性范围内，其强迫振动微分方程可用下式表示：

图１　 承受移动荷载的简支梁
Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｍｏｖｉｎｇ ｆｏｒｃｅ

ρ 
２υ（ｘ，ｔ）
ｔ２

＋ ＥＩ 
４υ（ｘ，ｔ）
ｘ４

＝ δ（ｘ － ｃｔ）ｆ（ｔ） （１）
其中ｖ（ｘ，ｔ）代表梁在位置ｘ、时间ｔ处的挠度，Ｅ为梁
的弹性模量，Ｉ为梁的截面惯性矩，δ为Ｄｉｒａｃ函数．

基于模态叠加理论，梁的挠度可表示为
υ（ｘ，ｔ）＝∑∞

ｎ ＝ １
ｎ（ｘ）ｑｎ（ｔ） （２）

其中ｑｎ（ｔ）为广义模态坐标，ｎ（ｘ）为模态函数，ｎ
为模态数，对于等截面简支梁，模态函数可假定为
三角函数，即

ｎ（ｘ）＝ ｓｉｎ（ｎπｘｌ ） （３）
将式（２）和（３）代入式（１），同时利用模态函数的正交
性，将方程左右同乘ｎ（ｘ），沿梁长ｌ进行积分，得：

ｄ２ｑｎ（ｔ）
ｄｔ２

＋ ω２ｎｑｎ（ｔ）＝ ２ρｌ ｐｎ（ｔ） （４）
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其中
ω２ｎ ＝

ＥＩ
ρ
（ｎπｌ ）

４，ｐｎ（ｔ）＝ ｆ（ｔ）ｓｉｎ（ｎπｃｔｌ ） （５）

２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程
对于上述结构体系，其Ｌａｇｒａｎｇｅ函数：
Ｌ（ｑ，ｑ）＝ ｑＴｑ ／ ２ － ｑＴω２ｑ ／ ２ ＋ Ｆ（ｔ）ｑ （６）

其中
Ｆ（ｔ）＝ ２

ρｌ
ｐｎ（ｔ） （７）

广义变量
ｐ ＝ Ｌ
ｑ
＝ ｑ （８）

变换得：
ｑ ＝ ｐ （９）
Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为：
Ｈ ＝ ｐＴｑ － Ｌ（ｑ，ｑ）＝ ｑＴｑ ／ ２ ＋ ｑＴω２ｑ ／ ２ － Ｆ（ｔ）ｑ ＝
　 ｐＴｐ ／ ２ ＋ ω２ｑＴｑ ／ ２ － Ｆ（ｔ）ｑ （１０）

建立对偶变量：
ｑ ＝ Ｈ
ｐ
＝ ｐ

ｐ ＝ － Ｈ
ｑ
＝ － ω２ｑ ＋ Ｆ（ｔ{ ）

（１１）

则哈密顿正则方程
ｑ
{ }ｐ ＝ ０ １

－ ω２[ ]０ { }ｑｐ ＋ ０Ｆ（ｔ{ }） （１２）

设ｖ ＝ { }ｑｐ 上式即可表示为：
ｖ·＝Ｈｖ ＋ ｒ （１３）

其中

Ｈ ＝
０ １

－ ω２[ ]０ 　 ｒ ＝
　 ０
Ｆ（ｔ[ ]） （１４）

取Ｊ ＝ ０ １
－[ ]１ ０

由于（ＪＨ）Ｔ ＝ ＪＨ故：Ｈ为哈密顿
矩阵．

对于ｖ·＝ Ｈｖ的正则方程，其状态解为ｖ ＝ ｅｘｐ
（Ｈｔ）ｖ０其中ｅｘｐ（Ｈｔ）做为辛矩阵Ｈｔ的指数变换．

３　 构造辛精细积分算法
在保持哈密尔顿系统辛结构的基础上，可以将

精细积分思想引入到哈密尔顿问题中来，构造辛精
细积分算法，也即精细辛算法，不仅能够提高计算
精度，而且可以保持长期稳定性［８］．对于上述问题，

关键是如何精确地求解ｅｘｐ（Ｈｔ），且保持其原有的
辛性质，对于ｅｘｐ（Ｈｔ）的逼近，最简单的办法就是
采用有理Ｐａｄé逼近，下面考虑对ｅｘｐ（ｘ）有理逼
近：

ｅｘｐ（ｘ）≈ｎｌｍ（ｘ）ｄｌｍ（ｘ）＝ ｌｍ（ｘ） （１５）
其中

ｎｌｍ（ｘ）＝∑
ｍ

ｋ ＝ ０

（ｌ ＋ ｍ － ｋ）！ｍ！
（ｌ ＋ ｍ）！ｋ！（ｍ － ｋ）！（ｘ）

ｋ

ｄｌｍ（ｘ）＝∑
ｌ

ｋ ＝ ０

（ｌ ＋ ｍ － ｋ）！ｌ！
（ｌ ＋ ｍ）！ｋ！（ｌ － ｋ）！（－ ｘ）{ ｋ

（１６）

对每一对非负整数ｌ和ｍ，ｎｌｍ（ｘ）ｄｌｍ（ｘ）关于原点的Ｔａｙ
ｌｏｒ级数展开式为：

ｅｘｐ（ｘ）－ ｎｌｍ（ｘ）ｄｌｍ（ｘ）＝ ０（｜ ｘ ｜
ｍ ＋ ｌ ＋ １）　 ｜ ｘ ｜→０ （１７）

记ｌｍ为ｌ ＋ ｍ阶对ｅｘｐ（ｘ）的Ｐａｄé逼近．
定理：设Ｈ是无穷小辛阵，对于充分小的｜ ｔ ｜，

ｌｍ（Ｈｔ）是辛阵，当且仅当ｌ ＝ｍ，即ｕ（ｘ）是对ｅｘｐ（ｘ）
的Ｐａｄé对角逼近．

对于ｅｘｐ（Ｈｔ），采用以上有理Ｐａｄé逼近，即令
ｘ ＝Ｈｔ
（１）取ｌ ＝ １，ｍ ＝ １，有Ｅｕｌｅｒ中点格式：

ｖｎ ＋ １ ＝ ｖｎ ＋Ｈｔ２ （ｖ
ｎ ＋ ｖｎ ＋ １） （１８）

整理得：
ｖｎ ＋ １ ＝ （１，１）（Ｈｔ）ｖｎ （１９）

其中：（１，１）（Ｈｔ）＝
１ ＋Ｈｔ２

１ －Ｈｔ２

，此格式具有２阶精度．

（２）取ｌ ＝ ２，ｍ ＝ ２，有
ｖｎ ＋１ ＝ ｖｎ ＋Ｈｔ２ （ｖ

ｎ ＋ ｖｎ ＋１）＋Ｈ
２ｔ２
２ （ｖ

ｎ － ｖｎ ＋１）（２０）
整理得；

ｖｎ ＋ １ ＝ （２，２）（Ｈｔ）ｖｎ （２１）

其中：（２，２）（Ｈｔ）＝
１ ＋Ｈｔ２ ＋

（Ｈｔ）２
１２

１ －Ｈｔ２ ＋
（Ｈｔ）２
１２

此格式具有４阶

精度．
在Ｐａｄé逼近中引入精细积分思想：选取以上四

阶精度格式，取ｓ ＝２Ｎ选Ｎ ＝２０则ｓ ＝１０４８５７６故：
ｅｘｐ（Ｈｔ）＝［ｅｘｐ（Ｈ·ｔ ／ ｓ）］ｓ≈［（２，２）（Ｈ·ｔ ／ ｓ）］ｓ ＝

７６
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１ ＋Ｈｔ２ ＋

（Ｈｔ）２
１２

１ －Ｈｔ２ ＋
（Ｈｔ）２









１２

２Ｎ

＝
（Ｉ ＋ Ｔａ）２Ｎ
（Ｉ ＋ Ｔｂ）２Ｎ

（２２）

其中
Ｔａ ＝

Ｈ·ｔ ／ ｓ
２ ＋（Ｈ·ｔ ／ ｓ）

２

２

Ｔｂ ＝ －
Ｈ·ｔ ／ ｓ
２ ＋（Ｈ·ｔ ／ ｓ）

２

２ （２３）
对矩阵Ｔａ，有（Ｉ ＋Ｔａ）×（Ｉ ＋Ｔｂ）＝ Ｉ ＋２Ｔａ ＋Ｔａ ×Ｔａ．

由于矩阵Ｔａ很小，当它与单位阵Ｉ相加时，就
会成为其尾数，在计算机的舍入操作中，其精度将丧
失殆尽．因此２Ｔａ与Ｔａ × Ｔａ做为增量，不宜直接与Ｉ
相加进行指数计算［９］，因此可以采用以下程序代码

ｆｏｒ（ｉｔｅｒ ＝ １；ｉｔｅｒ ＜ ＝ Ｎ；ｉｔｅｒ ＋ ＋）｛Ｔａ ＝
　 ２Ｔａ ＋ ＴａＴａ；Ｔｂ ＝ ２Ｔｂ ＋ ＴａＴａ｝

则
Ｔ ＝ ｅｘｐ（Ｈｔ）＝ （Ｈｔ）＝ Ｉ ＋ ＴａＩ ＋ Ｔｂ

（２４）

４　 桥梁结构移动荷载识别的辛精细积分格式
对式（１３），在时间段［ｔｋ，ｔｋ ＋ １］内，取Ｔ ＝ ｅＨτ，τ

∈［ｔｋ，ｔｋ ＋ １］，将ｒ正弦／余弦化
ｒ ＝ ｒ１ ｓｉｎωｔ ＋ ｒ２ｃｏｓωｔ （２５）

其中ｒ１，ｒ２为时不变向量，ω为常量，将式（２５）代入
式（１３），得：

ｖ（ｔｋ ＋ １）＝ Ｔ（ｖ（ｔｋ）－ Ａｓｉｎωｔｋ － Ｂｃｏｓωｔｋ）＋
　 Ａｓｉｎωｔｋ ＋ １ ＋ Ｂｃｏｓωｔｋ ＋ １ （２６）

其中
Ａ ＝（ωＩ ＋Ｈ２ ／ ω）－ １（ｒ２ －Ｈｒ１ ／ ω）
Ｂ ＝（ωＩ ＋Ｈ２ ／ ω）－ １（－ ｒ１ －Ｈｒ２ ／ ω{ ） （２７）

令μ ＝ ｎπｃｌ ，利用单点插值方法，在积分区间τ∈
［ｔｋ，ｔｋ ＋ １］内，设

ｒ１ ＝
　 　 　 　 ０
２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｃｏｓ（μ － ω）ｔ{ }ｋ ，

ｒ２ ＝
　 　 　 　 ０
２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｓｉｎ（μ － ω）ｔ{ }ｋ （２８）

将式（２６）分离变量得：
ｖ（ｔｋ ＋ １）＝ Ｔ（τ）ｖ（ｔｋ）－ Ｓ（τ）Ａ － Ｅ（τ）Ｂ （２９）

其中
Ｓ（τ）＝ Ｔ（τ）ｓｉｎωｔｋ － Ｉｓｉｎωｔｋ ＋ １
Ｅ（τ）＝ Ｔ（τ）ｃｏｓωｔｋ － Ｉｃｏｓωｔｋ ＋{

１

（３０）

将式（２７）代入式（２９），分离出ｒ１、ｒ２，得：
ｖ（ｔｋ ＋１）＝Ｔ（τ）ｖ（ｔｋ）＋Ｍ（τ）ｒ１ －Ｎ（τ）ｒ２ （３１）

其中
Ｍ（τ）＝（ωＩ ＋Ｈ２ ／ ω）１（ＨＳ（τ）／ ω ＋Ｅ（τ））
Ｎ（τ）＝（ωＩ ＋Ｈ２ ／ ω）１（Ｓ（τ）－ＨＥ（τ）／ ω{ ）（３２）

将式（２８）代入式（３１）并展成向量形式如下：

ｑｎ（ｔｋ ＋ １）
ｐｎ（ｔｋ ＋ １{ }） ＝ Ｔ（τ） ｑｎ（ｔｋ）ｐｎ（ｔｋ{ }） ＋Ｍ（τ）

　 　 　 　 ０
２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｃｏｓ（μ － ω）ｔ{ }ｋ －Ｎ（τ）

　 　 　 　 ０
２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｓｉｎ（μ － ω）ｔ{ }ｋ （３３）

即
ｑｎ（ｔｋ ＋ １）＝ Ｔ１１ｑｎ（ｔｋ）＋ Ｔ１２ｐｎ（ｔｋ）＋Ｍ１２ ２ρｌ ｆ（ｔｋ）ｃｏｓ（μ － ω）ｔｋ －Ｎ１２

２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｓｉｎ（μ － ω）ｔｋ

ｐｎ（ｔｋ ＋ １）＝ Ｔｑｎ（ｔｋ）＋ Ｔ２２ｐｎ（ｔｋ）＋Ｍ２２ ２ρｌ ｆ（ｔｋ）ｃｏｓ（μ － ω）ｔｋ －Ｎ２２
２
ρｌ
ｆ（ｔｋ）ｓｉｎ（μ － ω）ｔ{

ｋ

（３４）

将式（３４）代入式（２），整理既得简支梁模型的挠度为：
υ（ｘ，ｔｋ ＋ １）＝∑

ｐ

ｎ ＝ １
ｎ（ｘ）ｑｎ（ｔｋ ＋ １）＝

　 ｇ（ｘ，τ，ｔｋ）＋ ｊ（ｘ，τ，ｔｋ）ｆ（ｔｋ） （３５）
其中

ｇ（ｘ，τ，ｔｋ）＝∑
ｐ

ｎ ＝１
ｎ（ｘ）（Ｔ１１ｑｎ（ｔｋ）＋Ｔ１２ｐｎ（ｔｋ））

ｊ（ｘ，τ，ｔｋ）＝ ２ρｌ∑
ｐ

ｎ ＝１
ｎ（ｘ）（Ｍ１２ｆ（ｔｋ）ｃｏｓ（μ －

　 　 ω）ｔｋ －Ｎ１２ ｆ（ｔｋ）ｓｉｎ（μ － ω）ｔｋ









 ）

（３６）

将式（３５）变形得：
υ（ｘ，ｔｋ ＋ １）－ ｇ（ｘ，τ，ｔｋ）＝ ｊ（ｘ，τ，ｔｋ）ｆ（ｔｋ） （３７）

其中ｐ为截断的模态阶数（即振型数），ＮＢ ＝ ｌ ／ ｃτ
为采样点数，Ｎ为响应测点数，则设汽车开始上桥
与最后离桥阶段，即荷载作用的最初与最后阶段，
ｆ（０）＝ ｆ（ＮＢ）＝ ０，υ（０）＝ υ（Ｎ）＝ ０，将式（３７）写成
矩阵形式，以便同时求解各点荷载：

υＮ × １ ＝ＧＮ × ＮＢｆＮＢ × １ （３８）
其中当Ｎ ＝ ＮＢ时，ＧＮ × ＮＢ为对角矩阵，则：

８６
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ｆＮＢ × １ ＝［ＧＮ × ＮＢ］－ １υＮ × １ （３９）
当Ｎ ＞ ＮＢ时，得到广义逆的极小范数最小二乘解：

ｆＮＢ × １ ＝［ＧＮ × ＮＢ］＋ υＮ × １ （４０）
以上就是基于精细辛算法的桥梁结构移动荷载识
别公式．

与基于精细积分方法的荷载识别格式［１０］相
比，本方法在Ｔ ＝ ｅＨτ的计算上发生变化．首先有效
地将桥梁结构振动微分方程转化为哈密尔顿正则
方程形式，得哈密顿矩阵Ｈ；然后在方程求解过程
中，利用能够保持Ｈ辛格式的有理Ｐａｄé逼近计算
ｅｘｐ（Ｈｔ），同时引入精细积分思想的２Ｎ算法，在保
持辛结构的基础上，提高了计算精度；最后在时间
段τ∈［ｔｋ，ｔｋ ＋ １］中，将方程（１３）中的非齐次项正弦
／余弦化，通过公式推导得到荷载识别的辛精细积
分格式．与精细积分格式相比，本算法不仅提高了
计算精度，而且在长期定量计算中保持了辛算法的
稳定性．

５　 仿真算例
对高低频混合的哈密顿系统，哈密顿函数：
Ｈ ＝ １２ ｍ１

ｘ２１ ＋
１
２ ｍ２
ｘ２２ ＋

１
２ ｍ３
ｘ２３ ＋

　 １２ ｋ１ｘ
２
１ ＋
１
２ ｋ２ｘ

２
２ ＋
１
２ ｋ３ｘ

２
３ （４１）

对偶变量
ｑ ＝［ｘ１，ｘ２，ｘ３］Ｔ，ｑ ＝［ｍ１ｘ２１，ｍ２ｘ２２，ｍ３ｘ２３］Ｔ （４２）

则正则方程
ｑ
[ ]ｐ ＝

０　 Ｍ
Ｋ　[ ]０ [ ]ｑｐ （４３）

其中

Ｍ ＝

１ ／ ｍ１ 　 ０　 　 ０

０　 　 １ ／ ｍ２ 　 ０

０　 　 ０　 １ ／ ｍ









３

，Ｋ ＝ －
ｋ１ 　 ０　 ０

０　 ｋ２ 　 ０

０　 ０　 ｋ









３

（４４）

假设ｍ１ ＝ ０． １，ｍ２ ＝ １０，ｍ３ ＝ １０００，ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝
１０，ｋ３ ＝ １，得解析解：

　

ｘ１
ｘ２
ｘ









３

＝
槡１０ ／ ５　 ０　 　 ０
　 ０　 　 １ ／ ５　 　 ０

　 槡０　 　 ０　 １０ ／









５０

ｓｉｎ（ 槡１０ １０ｔ）
　 　 ｓｉｎ（ｔ）
ｓｉｎ（槡１０ ／ １００ｔ









）

（４５）
则

Ｐ ＝

ｍ１ｘ
２
１

ｍ２ｘ
２
２

ｍ３ｘ









２
３

＝ ２
ｃｏｓ（ 槡１０ １０ｔ）
　 　 ｃｏｓ（ｔ）
ｃｏｓ（槡１０ ／ １００ｔ









）

（４６）

分别利用ＳＰＩＭ（辛精细积分）方法与Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ方法对上述问题进行求解，采用积分步长时，
两种方法求得ｘ１ 的结果与解析解比较如图２所
示；改变积分步长，分别取τ ＝ ０． ０５与τ ＝ ０． ０００１
进行计算，如表１及表２所示（表中：误差＝‖数值
方法解－解析解‖ ／‖解析解‖），可知，对于相同
的步长τ，ＳＰＩＭ方法较传统的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法计
算精度高，且ＳＰＩＭ方法计算精度基本不受步长变
化的影响，而ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法计算精度受积分步
长变化影响较大．对于ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，当积分步
长从τ ＝ ０． ０５到τ ＝ ０． ０００１变化时，计算结果精度
提高了近１０１２倍，且τ ＝ ０． ０００１时的计算精度不及
ＳＰＩＭ方法τ ＝ ０． ０５时的计算精度．因此采用ＳＰＩＭ
方法，可通过增大积分步长，在不降低计算精度的
基础上，缩短计算时间，提高计算效率．辛精细积分
方法结合了辛算法的稳定性与精细积分方法的高
精确性等特点，是一种全新的算法．

图２　 ＳＰＩＭ、ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法
计算ｘ１所得结果与解析解关系曲线（步长０． ０１）
Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｘ１ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ＳＰＩＭ，

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ０． ０１

表１　 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法与解析解计算误差随步长变化关系（时间）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ（ｔｉｍｅ）

ｍｅｔｈｏｄ １ ３ ５ ７ ９ １１ １３ １５ １７ １９
ｓｔｅｐ ０． ０５ ０． ０７７６２ ０． ２１５３ ０． ３３２４９ ０． ４３２２２ ０． ５１７０９ ０． ５８９３１ ０． ６５０７６ ０． ７０３０４ ０． ７４７５１ ０． ７８５３５
ｓｔｅｐ ０． ０１ ５． ９５４２ｅ００５ ０． ０００２００３９ ０． ０００３２９９６ ０． ０００４４８４５ ０． ０００５５６０３ ０． ０００６５２８３ ０． ０００７３８９８ ０． ０００８１４５９ ０． ０００８７９７４ ０． ０００９３４５
ｓｔｅｐ ０． ０００１ ６． ３１９７ｅ０１５ １． ００４５ｅ０１３ ３． ０３６９ｅ０１３ ６． １６７５ｅ０１３ １． ０３８５ｅ０１２ １． ５７３２ｅ０１２ ２． ２１６５ｅ０１２ ２． ９７５３ｅ０１２ ３． ８５１２ｅ０１２ ４． ８３８７ｅ０１２

９６
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表２　 ＳＰＩＭ方法与解析解计算误差随步长变化关系（时间）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ＳＰＩＭ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ（ｔｉｍｅ）

ｍｅｔｈｏｄ １ ３ ５ ７ ９ １１ １３ １５ １７ １９
ｓｔｅｐ ０． ０５ １． ７５５５ｅ０１６ ３． ５１２５ｅ０１６ ３． ５１５５ｅ０１６ ５． ２８０１ｅ０１６ ３． ５２６１ｅ０１６ ３． ５３３７ｅ０１６ １． ７７１４ｅ０１６ ５． ３３０３ｅ０１６ ３． ５６５８ｅ０１６ ０
ｓｔｅｐ ０． ０１ １． ７５５５ｅ０１６ ０ ３． ５１５５ｅ０１６ ５． ２８０１ｅ０１６ ８． ８１５２ｅ０１６ ７． ０６７４ｅ０１６ １． ５９４３ｅ０１５ １． ２４３７ｅ０１５ １． ２４８ｅ０１５ １． ４３１９ｅ０１５
ｓｔｅｐ ０． ０００１ １． ４３９５ｅ０１４ ４． ６１９ｅ０１４ ７． ７６９３ｅ０１４ １． ０８９５ｅ０１３ １． ３９９９ｅ０１３ １． ６９９７ｅ０１３ ２． ０２６５ｅ０１３ ２． ３３４７ｅ０１３ ２． ６７２６ｅ０１３ ２． ９８７３ｅ０１３

　 　 如图１所示的简支梁模型，设ρ ＝ １． １ × １０４，ＥＩ
＝ ２． ０ × １０５，梁长ｌ ＝ １ｍ，力ｆ（ｔ）以匀速ｃ ＝ １ｍ ／ ｓ沿
梁长ｌ从左向右移动，频率ｆ１ ＝ ６． ７０Ｈｚ，ｆ２ ＝ ２６．
８０Ｈｚ，ｆ３ ＝ ６０． ３０Ｈｚ．

（１）取周期载荷ｆ（ｔ）＝ ３ｓｉｎ（２πｔ）＋ ７ｓｉｎ
（３πｔ），仿真本文方法的识别精度．

设积分步长τ ＝ ０． ０１，则ｎ ＝ ｌ ／ ｃτ ＝ １ ／（１ ×
０． ０１）＝ １００，取１００个测量点，利用桥梁受移动荷
载作用时动力响应的精细积分算法［１１］，计算已知力

图３　 简支梁模型响应曲线
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

作用下简支梁模型的挠度响应，得到其响应曲线如
图３所示．

取同样的积分步长，即τ ＝ ０． ０１，将以上挠度
响应离散，即取１００个采样点（ＮＢ ＝ Ｎ），利用本文
提出的辛精细积分方法（ＳＰＩＭ）进行荷载识别，采
用前三阶模态组合，得相应的识别曲线如图４（ａ）
所示．与精细积分方法（ＰＩＭ）识别曲线（图４（ｂ））
相比，设识别误差为：ｅｒｒｏｒ ＝‖Ｐｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ － Ｐｔｒｕｅ‖，列
于表３，知ＳＰＩＭ识别精度较ＰＩＭ方法有一定程度
的提高，但幅度不大．

图４　 （ａ）ＳＰＩＭ识别力与真实力对比曲线；
（ｂ）ＰＩＭ识别力与真实力对比曲线

Ｆｉｇ． ４　 （ａ）Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｕｒｖｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ＳＰＩＭ ａｎｄ ｒｅａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ；
（ｂ）Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｕｒｖｅ ｂｅｔｗｅｅｎ

ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ＰＩＭ ａｎｄ ｒｅａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

表３　 ＳＰＩＭ、ＰＩＭ识别误差比较（时间，误差）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＳＰＩＭ ａｎｄ ＰＩＭ （ｔｉｍｅ，ｅｒｒｏｒ）

ｍｅｔｈｏｄ ８ １６ ２４ ３２ ４０ ４８ ５６ ６４ ７２ ８０ ８８ ９６
ＰＩＭ ３． ４１３２ １． ９１９４ １． ０３７６ ０． ４３６７５ ２． ６７７２ ０． ４４５５６ ０． ５０２１７ １． １９９２ ８． ９４３２ １． １５４４ ２． ０６４８ ０． ８０４５
ＳＰＩＭ ３． ４０６９ １． ９０７６ １． ００８３ ０． ４１７９２ ２． ７１７２ ０． ４４６０７ ０． ４９４０６ １． １８５８ ７． ４７５７ １． ０６２２ ２． １４３ １． ３８５５

　 　 观察以上对比曲线，可知，在跨中，即ｌ ／ ２处，
曲线拟和很好，而在初始与最后离桥时段，产生一
定的识别误差．尤其在识别力的最后时段，即移动
荷载离开简支梁模型时，数值发生了奇异，这是简
支梁模型由强迫振动突变为自由振动引起的，可通
过规则化方法修正．

改变积分步长，分别取τ ＝ ０． ０５与τ ＝ ０． ００１
进行计算，同样得ＳＰＩＭ识别精度基本不受步长变
化的影响．因此辛精细积分方法在移动荷载识别方
向，不仅识别精度高，而且稳定性好，识别精度基本
不受步长变化的影响．因此通过增大步长，可以缩
短计算时间，有效地改善仿真的速度．本算例表明

０７
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辛精细积分方法在移动荷载识别方向是一种全新
的算法，不仅具有高精确性，而且具有长期稳定性．

（２）非周期载荷：分别取线性变化荷载ｆ（ｔ）＝
１０ × ｔ ＋ ６与二次变化荷载ｆ（ｔ）＝ ３ × ｔ２ ＋ ５ × ｔ ＋ ７，
利用用样的方法进行仿真识别，得本文方法识别的
荷载与真实荷载的误差曲线如图５所示，可见当外
力为非周期荷载时，识别精度亦可以接受．

图５　 两种非周期载荷识别误差比较
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｎｏｎｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｏｒｃｅ

６　 结论
（１）将精细积分思想引入到辛几何中，利用有

理Ｐａｄé逼近，形成辛精细积分方法（ＳＰＩＭ），与传
统的方法（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法）相比，计算精度有大
幅度的提高，且具有辛算法的长期稳定特性，计算
结果不受积分步长的影响．通过对高低频混合系统
的仿真验证了这一特性．

（２）有效地将桥梁结构振动微分方程转化为
哈密尔顿正则方程形式，并将辛精细积分算法应用
到桥梁结构移动荷载识别研究中．与精细积分方法
（ＰＩＭ）相比，无论对周期还是非周期变化荷载的识
别，辛精细积分方法不仅识别精度高，而且继承了
辛算法的保结构特性，识别结果基本不受积分步长
的影响，具有长期稳定性．通过仿真算例与误差比
较验证了这一特性．

（３）从另一角度思考问题，改变传统的基于经
典牛顿力学的荷载识别方法，提出一套荷载识别的
新的理论体系．有望改变荷载识别精度低，长期稳
定性差的缺点，并将荷载识别这一结构动力学逆问
题形成一个基于哈密尔顿系统的完整的理论体系
进行研究．

参　 考　 文　 献

１　 冯康，秦孟兆． 哈密尔顿系统的辛几何算法． 浙江：科
学技术出版社，２００３（Ｆｅｎｇ Ｋａｎｇ，Ｑｉｎ Ｍｅｎｇｚｈａｏ． Ｓｙｍ
ｐｌｅｃｔｉｃ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ．

Ｚｈｅｊｉａｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ，２００３（ｉｎ Ｃｈｉ
ｎｅｓｅ））

２　 钟万勰，欧阳华江，邓子辰．计算结构力学与最优控制．
大连：大连理工大学出版社，１９９３（Ｚｈｏｎｇ Ｗａｎｘｉｅ，Ｏｕｙ
ａｎｇ Ｈｕａｊｉａｎｇ，Ｄｅｎｇ Ｚｉｃｈｅｎ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｍｅ
ｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ． Ｄａｌｉａｎ：Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｐｒｅｓｓ，１９９３（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

３　 张素英，邓子辰． 非线性动力学方程的四阶近似几何积
分的特性与计算． 动力学与控制学报，２００４，２（１）：２１
～ ２７（Ｚｈａｎｇ Ｓｕｙｉｎｇ，Ｄｅｎｇ Ｚｉｃｈｅｎ． Ｐｒｏｐｅｒｔｙ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａ
ｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙ

ｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００４，２
（１）：２１ ～ ２７ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４　 鲍四元，邓子辰． 哈密顿体系下矩形薄板自由振动的一
般解． 动力学与控制学报，２００５，３（２）：１０ ～ １６（Ｂａｏ
Ｓｉｙｕａｎ，Ｄｅｎｇ Ｚｉｃｈｅｎ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｆｏｒ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｉｎ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００５，３（２）：１０ ～ １６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
５　 张素英，邓子辰． 非线性动力学方程的李级数解法及其
应用． 动力学与控制学报，２００４，２（１）：１３ ～ ２０ （Ｚｈａｎｇ
Ｓｕｙｉｎｇ，Ｄｅｎｇ Ｚｉｃｈｅｎ． Ｌｉｅ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙ
ｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｉｔ”ｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ
ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００４，２（１）：１３ ～ ２０ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６　 钟万勰． 分析结构力学与有限元． 动力学与控制学报，
２００４，２（４）：１ ～ ８（Ｚｈｏｎｇ Ｗａｎｘｉｅ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００４，２（４）：１ ～ ８ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
７　 钟万勰，吴志刚，高强． 广义卡尔曼布西滤波算法识
别系统参数． 动力学与控制学报，２００４，２（１）：１ ～ ７
（Ｚｈｏｎｇ Ｗａｎｘｉｅ，Ｗｕ Ｚｈｉｇａｎｇ ，Ｇａｏ Ｑｉａｎｇ． Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅ
ｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｋａｌｍａｎｂｕｃｙ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ａｌ

ｇｏｒｉｔｈｍ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００４，２（１）：１
～ ７ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１７



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２００８年第６卷

８　 Ｙｏｎｇａｎ Ｈｕａｎｇ，Ｚｉｃｈｅｎ Ｄｅｎｇ，Ｌｉｎｘｉａｏ Ｙａｏ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏ

ｔａｔｉｎｇ ｒｉｇｉｄｆｌｅｘｉｂｌｅ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ

Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００７，２９９（１２）：２２９ ～ ２４６
９　 钟万勰． 应用力学的辛数学方法．北京：高等教育出版
社，２００５（Ｚｈｏｎｇ Ｗａｎｘｉｅ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ
ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ，
２００５（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１０　 徐倩，文祥荣，孙守光． 结构动态载荷识别的精细逐步
积分法． 计算力学学报，２００２，１９（１）：５６ ～ ６０（Ｘｕ ｑｉａｎ，

Ｗｅｎ Ｘｉａｎｇｒｏｎｇ，Ｓｕｎ Ｓｈｏｕｇｕａｎｇ． Ｈｉｇｈ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔ ｉｎ
ｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ．

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００２，１９（１）：５６ ～ ６０
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１１　 张亚辉，张守云，赵岩，宋刚，林家浩． 桥梁受移动荷载
动力响应的一种精细积分法． 计算力学学报，２００６，２３
（３）：３６ ～ ４０（Ｚｈａｎｇ Ｙａｈｕｉ，Ｚｈａｎｇ Ｓｈｏｕｙｕｎ，Ｚｈａｏ Ｙａｎ，
Ｓｏｎｇ Ｇａｎｇ，Ｌｉｎ Ｊｉａｈａｏ． Ａ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
ｂｒｉｄｇｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００６，２３（３）：３６ ～ ４０（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ １６ Ａｐｒｉｌ ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ ３１ Ｍａｙ ２００７．
Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１０５７２１１９和１０６３２０３０），Ｐｒｏｇｒａｎ ｆｏｒ Ｎｅｗ Ｃｅｎｔｕｒｙ Ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ Ｔａｌｅｎｔｓ ｏｆ
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｍｉｎｉｓｔｒｙ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（ＮＣＥＴ０４０９５８），Ｏｐｅｎ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ ｏｆ Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉ
ｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｇｒａｄｕａｔｅ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｅｅｄ ｆｕｎｄ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｚ２００７３０）

ＡＮ ＩＭＰＲＯＶＥＤ ＳＹＭＰＬＥＣＴＩＣ ＰＲＥＣＩＳＥ ＩＮＴＥＧＲＡＴＩＯＮ ＭＥＴＨＯＤ ＦＯＲ

ＭＯＶＩＮＧ ＬＯＡＤ ＩＤＥＮＴＩＦＩＣＡＴＩＯＮ ＯＦ ＢＲＩＤＧＥ ＳＴＲＵＣＴＵＲＥ

Ｈｏｕ Ｘｉｕｈｕｉ１ 　 Ｄｅｎｇ Ｚｉｃｈｅｎ１，２ 　 Ｈｕａｎｇ Ｌｉｘｉｎ１

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｈｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ′ ａｎ　 ７１００７２，Ｃｈｉｎａ）
（２． Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ，Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｄａｌｉａｎ　 １１６０２４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ａ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，
ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ａｎｄ ｔｒａｎｓｆｅｒｒｅｄ ｉｎｔｏ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ ｃａｎｏｎｉｃａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅ ｉｄｅａ
ｏｆ ＰＩＭ（ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ）ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ａ Ｓｙｍ
ｐｌｅｃｔｉｃ ＰＩＭ（ＳＰＩＭ）． Ｔｈｉｓ ｎｅｗ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｔｈｅｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｄｅａｌ ｗｉｔｈ ｍｏｖｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃ
ｔｕｒｅ，ｆｒｏｍ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｓｉｎｅ ／ ｃｏｓｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ ＳＰＩＭ ｆｏｒｍａｔ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＩＭ ｆｏｒｍａｔ ｆｏｒ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ｔｗｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｄｉｓｐｌａｙ ｔｈｅ ｌｏｎｇｔｅｒｍ ｓｔａｂｉｌ
ｉｔｙ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＳＰＩＭ，ｗｈｏｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｕｌｄ ｎｏｔ ｂｅ ａｆｆｅｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｔｉｍｅｓｔｅｐ ． Ａｓ ａ ｒｅ
ｓｕｌｔ，ｔｈｅ ｔｉｍｅｓｔｅｐ ｃａｎ ｂｅ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｔｏ ｓｐｅｅｄ ｕｐ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ，　 ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，　 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｓｙｓｔｅｍ，　 ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，　
ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ，　 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ，　 ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

２７


