
书书书

第６卷第１期２００８年３月
１６７２６５５３ ／ ２００８ ／ ０６⑴ ／ ０６１５

动力学与控制学报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ． ６ Ｎｏ． １
Ｍａｒ． ２００８

２００７０６１３收到第１稿，２００７１００８收到修改稿．
高校博士点基金资助项目（２００４０２４８０１３）

模型修正的正交模型－正交模态改进法

李剑　 洪嘉振　 李伟明
（上海交通大学工程力学系，上海　 ２００２４０）

摘要　 正交模型－正交模态法（ＣＭＣＭ）是一种参数修改的新方法，它具有不依赖于灵敏度分析、不需要进
行迭代的特点．但是在有限元存在整体建模误差时，该方法会出现无法完成修正计算的情况，本文针对此问
题进行了改进．改进后的方法可以既可以处理存在局部建模误差的情况，也可以处理存在整体建模误差的
情况．本文通过梁式结构的数值算例，比较了原修正方法（ＣＭＣＭ）、改进后的修正方法（ＩＣＭＣＭ）以及商业软
件模型修正ＦＥＭｔｏｏｌｓ的修正效果．结果表明：改进的正交模型－正交模态方法可以使分析频率更好地逼近
实验值，物理参数的修改也更加准确．
关键词　 模型修正，　 有限元，　 模态

引言
近二十年来，随着建模技术和振动测试技术的

日益成熟，有限元模型修正受到了科技工作者和工
程师们的广泛关注．在实际工程中，通过结构的有
限元模型分析得到的计算结果与实际结构测试的
数据相比往往存在偏差；这种偏差主要是有限元建
模误差（包括材料的物理特性和结构的几何尺寸、
载荷和边界的不确定性等）以及实验测量误差引起
的，这些偏差难以通过改进建模技术和计算的方法
来消除［１］．工程中一般认为实验数据更加准确可
靠，因此需要对有限元模型进行修改，使其计算结
果靠近实验数据，从而提高有限元模型的精度和可
靠性．经过修正的有限元模型可以更加准确地预测
结构的动力学响应，甚至可以结合实验数据对机构
损伤进行监测以及寿命估计．

有限元模型修正属于动力学逆问题，实测模态
不完备的特点增加了该问题求解的难度，求解结果
往往也不是唯一的［２］．经过多年的研究和发展，现
在有多种有限元模型修正的方法，主要分矩阵型方
法［３ － ４］和参数型方法［５ － ７］两大类．其中矩阵型方法
的修正对象为有限元模型的系统矩阵，参数型方法
的修正对象为有限元建模的设计参数．模型修正技
术仍处于不断的发展中［７ － ９］．

矩阵型修正方法是较早发展起来的一类方法，

这类方法可以使得有限元计算频率和模态靠近实
验数据，但是修正后的系统矩阵变为满阵，丧失了
原来带状稀疏的特点，模型的物理意义变得模糊．
Ｋａｂｅ关联性［１０］，精细修改法［１１］等研究通过增加关
联性、约束等方法保持了系统矩阵带状稀疏的特
点，但是由于获得的修改量仍为矩阵形式，难以将
修正结果应用到ＮＡＳＴＲＡＮ等商业有限元软件．

参数型方法由于修改对象为建模的设计参数，
其修正结果容易实施到有限元分析软件中，但是目
前大多数参数型方法依赖于灵敏度分析的结果，而
灵敏度分析未必能反映出真实的建模误差分布情
况，修正后频率、模态等数据虽然可以靠近实验数
据，但是参数修改情况不一定合理可靠［１２］；同时此
类方法往往要求进行迭代运算，增加了求解机
时［１３］．对此，Ｓａｕ － Ｌｏｎ Ｊａｍｅｓ Ｈｕ等［１３］提出一种正
交模型－正交模态方法（ＣＭＣＭ），该方法不需要进
行灵敏度分析并且具有较好的误差判断能力，提高
了修正后模型的可靠性．本文研究发现Ｈｕ提出的
ＣＭＣＭ法在求解存在整体建模误差的问题时无法
完成修正，对此本文提出了一种改进的正交模型－
正交模态（ＩＣＭＣＭ）法，可以解决存在整体建模误
差的问题，改善了适用性并提高了修正精度．

１　 改进的正交模型－正交模态法（ＩＣＭＣＭ）
假定已经通过某种有限元模型缩聚或者实验
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模态扩展的方法完成自由度匹配．假设有限元模型
与实验之间存在以下关系：

Ｋ ＝ Ｋ ＋∑
Ｎｅ

ｎ ＝ １
αｎＫｎ （１）

Ｍ ＝ Ｍ ＋∑
Ｎｅ

ｎ ＝ １
βｎＭｎ （２）

其中Ｋ 、Ｍ为有限元模型的刚度阵和质量阵，Ｋ、
Ｍ为实验系统对应的刚度阵和质量阵，Ｋｅｎ、Ｍｅｎ
分别为第ｎ个单元对总体刚度阵、质量阵的贡献；
αｎ、βｎ为第ｎ个单元的刚度修正因子、质量修正因
子．

有限元模型的第阶的特征方程：
Ｋφｉ ＝ λ ｉＭφｉ （３）

和实验的第阶的特征方程：
Ｋφｊ ＝ λｊ Ｍφｊ （４）

其中φｉ、λ ｉ分别为有限元计算的第ｉ阶模态、特征
值，φｊ 、λｊ 分别为有限元计算的第ｊ阶模态、特征
值．式（３）左乘（φｊ ）Ｔ得到：

（φｊ ）ＴＫφｉ ＝ λ ｉ（φｊ ）ＴＭφｉ （５）
式（４）左乘（φｉ）Ｔ得到：

（φｉ）ＴＫφｊ ＝ λｊ （φｉ）ＴＭφｊ （６）
其中，（φｊ ）ＴＫφｉ是一个标量，其转置等于自身：

（φｊ ）ＴＫφｉ ＝［（φｊ ）ＴＫφｉ］＝（φｉ）ＴＫφｊ （７）
类似的，

（φｊ ）ＴＫφｉ ＝［（φｊ ）ＴＭφｉ］＝（φｉ）ＴＭφｊ （８）
将式（７）、（８）代入式（５）得到

（φｉ）ＴＫφｊ ＝ λ ｉ（φｉ）ＴＭφｊ （９）
考虑到有限元系统矩阵中质量矩阵一般是可靠的，
将式（６）减去式（９）并代入式（１）、（２），整理得到：

（Φｉ）Ｔ（∑
Ｎｅ

ｎ ＝ １
αｎＫｎ）Φｊ ＝ λｊ （Φｉ）Ｔ（Ｍ ＋

　 ∑
Ｎｅ

ｎ ＝ １
βｎＭｎ）Φｊ － λ ｉ（Φｉ）ＴＭΦｊ （１０）

令
Ｃｉｊ，ｎ ＝（φｉ）ＴＫφｊ ，Ｅｉｊ，ｎ ＝ － λｊ （Φｉ）ＴＭｎΦｊ ，
ｆｉｊ ＝（λｊ － λ ｉ）（Φｉ）ＴＭΦｊ

代入式（１０）
∑
Ｎｅ

ｎ ＝ １
αｎＣｉｊ，ｎ ＋∑

Ｎｅ

ｎ ＝ １
βｎＥｉｊ，ｎ ＝ ｆｉｊ （１１）

假设投入使用的有限元模态有ｎｆ阶，实验模
态为ｎｔ阶，则式（１１）代表了ｎｆ × ｎｔ个线性方程，写
成矩阵形式：

［Ｃ　 Ｅ］ｐ ＝ Ｇｐ ＝ ｆ （１２）
其中

Ｃ ＝

Ｃ１１，１ …Ｃ１１，Ｎｅ
 
Ｃｎｆｎｔ，１ Ｃｎｆｎｔ，









Ｎｅ

，Ｅ ＝
Ｅ１１，１ …Ｅ１１，Ｎｅ
 
Ｅｎｆｎｔ，１ Ｅｎｆｎｔ，









Ｎｅ

ｐ ＝［α１…αＮｅ 　 β１…βＮｅ］Ｔ，　 ｆ ＝［ｆ１１…ｆｎｆｎｔ］Ｔ
对式（１２）求最小二乘解：

ｐ ＝（ＧＴＧ）－ １ＧＴｆ
得到ｐ以后即可参照式（１）、（２）获得修正后的参
数．

２　 数值仿真及结果比较
下面通过数值算例对本文提出的改进算法进

行评价．利用ＩＣＭＣＭ法、ＣＭＣＭ法与结构振动分析
软件ＦＥＭｔｏｏｌｓ对同一个对象进行修正，比较修正
的结果． ＦＥＭｔｏｏｌｓ是比利时ＤＤＳ（Ｄｙｎａｍｉｃ Ｄｅｓｉｇｎ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ）公司开发的振动分析软件，其有限元模
型修正模块采用基于灵敏度分析的参数修改法．

不失一般性，考虑图－ １所示的悬臂梁，节点
上考虑横向振动和转角自由度．杨氏模量Ｅ ＝
７０ＧＰａ，密度ρ ＝ ２７００ｋｇ ／ ｍ３，梁的长度Ｌ ＝ １． ２２ｍ，
截面积Ａ ＝ １． ０ｅ －３ｍ２，截面惯性矩Π ＝ ２． ２ｅ －７ ｍ４；
为了便于分析修正结果，将梁离散成三个梁单元．
使用以上数据进行有限元分析，获得的六阶频率和
模态作为“实验值”．

图１　 悬臂梁
Ｆｉｇ． １　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

设计两个数值计算工况：
（１）假设待修正的有限元模型存在局部建模

误差，令第二个单元的杨氏模量取为Ｅ ＝ ８４ＧＰａ；
（２）假设待修正的有限元模型存在整体建模

误差，令所有单元的杨氏模量取为Ｅ ＝ ８４ＧＰａ．
采用数值实验的优点在于，“实验”数据也是

由有限元计算出来的，因此“实验”系统的参数、系
统矩阵是精确已知的，可以用以严格考核修正结
果．

考虑到模型修正效果受实验数据完备性影响
明显［２］，因此在修正时，只使用前三阶“实验”数据
进行修正，而在考核结果时，比较全部六阶上的分

２６
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析频率与“实验”频率，以及各个梁单元上杨氏模
量修改结果与理论解的差异．
２． １　 工况（１）：存在局部建模误差

修正前的有限元模型与“实验”数据的频率差

别如表－ １所示．仅使用前三阶“实验”数据进行修
正，修正后有限元模型的分析频率与“实验”频率
的差别如表－ ２所示；修正后，杨氏模量修改量的
相对差别如表－ ３所示．

表１　 初始频率差
Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｏｒｄｅｒ １ ２ ３ ４ ５ ６
“Ｔｅｓｔ”（Ｈｚ） ２８． ３９７１ １７８． ５２７９ ５０４． ４５５１ １１３６． ０１４０ ２１３７． ９８１５ ４２６２． ３１１４
ＦＥＭ（Ｈｚ） ２８． ８２００ １８７． ６８８４ ５１６． ５８１５ １１６６． ６２６７ ２２５７． １９０８ ４３１７． ６３３８
ＤＩＦＦ（Ｅ － ０２） １． ４８９ ５． １３１ ２． ４０４ ２． ６９５ ５． ５７６ １． ２９８

表２　 修正后频率差
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｆｔｅｒ ｕｐｄａｔｉｎｇ

Ｏｒｄｅｒ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）

“Ｔｅｓｔ”　 　 ＣＭＣＭ　 　 　 ＩＣＭＣＭ　 　 ＦＥＭｔｏｏｌｓ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｄｉｆｆ

Ｉｎｉｔｉａｌ　 　 　 　 ＣＭＣＭ　 　 　 ＩＣＭＣＭ　 　 　 　 ＦＥＭｔｏｏｌｓ
１ ２８． ３９７１ ２８． ３９７１ ２８． ３９７１ ２８． ３２６０ １． ４８９Ｅ － ０２ ０． ０００Ｅ ＋ ００ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ２． ５０３Ｅ － ０３
２ １７８． ５２７９ １７８． ５２７９ １７８． ５２７９ １７８． ３６００ ５． １３１Ｅ － ０２ ０． ０００Ｅ ＋ ００ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ９． ４０３Ｅ － ０４
３ ５０４． ４５５１ ５０４． ４５５１ ５０４． ４５５１ ５０２． ５７００ ２． ４０４Ｅ － ０２ － ９． ９５４Ｅ － １１ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ３． ７３７Ｅ － ０３
４ １１３６． ０１４０ １１３６． ０１４０ １１３６． ０１４０ １１３１． ５９９５ ２． ６９５Ｅ － ０２ － １． ０８０Ｅ － １０ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ３． ８８６Ｅ － ０３
５ ２１３７． ９８１５ ２１３７． ９８１５ ２１３７． ９８１５ ２１３５． ２０００ ５． ５７６Ｅ － ０２ － ９． ６９８Ｅ － １１ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － １． ３０１Ｅ － ０３
６ ４２６２． ３１１４ ４２６２． ３１１４ ４２６２． ３１１４ ４２３１． ９９７９ １． ２９８Ｅ － ０２ － １． １７１Ｅ － １０ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ７． １１２Ｅ － ０３

表３　 杨氏模量修改量相对差
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｅｌｅｍ １ ２ ３
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － １． ６６６７Ｅ － ０１ ０． ００００Ｅ ＋ ００
ＣＭＣＭ －１． ８７２１Ｅ － １０ － １． ６６６７Ｅ － ０１ － ２． ４３９０Ｅ － １０
ＩＣＭＣＭ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － １． ６６６７Ｅ － ０１ － １． ００００Ｅ － １４
ＦＥＭｔｏｏｌｓ － ６． ８７１４Ｅ － ０３ － １． ６３９０Ｅ － ０１ － １． ５４１４Ｅ － ０２

对比表１和表２可以发现，ＣＭＣＭ法、ＦＥＭ
ｔｏｏｌｓ软件、ＩＣＭＣＭ法三种修正方法均可以提高有
限元模型频率分析的精度，逼近“实验”值．其中
ＦＥＭｔｏｏｌｓ修正后仍存在最大７． １１２Ｅ０３的误差，而
ＩＣＭＣＭ法修改后，有限元分析得到的频率与实验
值基本一致．表３表明，对单元杨氏模量的修改，
ＦＥＭｔｏｏｌｓ出现了最大为１． ５４１４Ｅ０２的误差，而ＩＣ
ＭＣＭ法几乎与理论值相同．

２． ２　 工况二：存在整体建模误差
修正前有限元模型与“实验”数据的频率差别

如表４所示．使用前三阶实验数据进行修正，修正
后有限元模型的分析频率与“实验”频率的差别如
表５所示；修正后，杨氏模量修改量的相对差别如
表６所示．

在此种工况存在整体建模误差，Ｈｕ提出的
ＣＭＣＭ法无法完成计算．对比表－ ４和表－ ５发现
ＦＥＭｔｏｏｌｓ在第四阶频率上修改效果并不明显，而
ＩＣＭＣＭ法修改后，有限元分析频率可以很好地逼
近“实验”值．表－ ６表明，对杨氏模量的修改，
ＦＥＭｔｏｏｌｓ出现了最大为８． １６Ｅ － ０３的误差，而ＩＣ
ＭＣＭ法与理论值基本一致．

表４　 初始频率差
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｏｒｄｅｒ １ ２ ３ ４ ５ ６
“Ｔｅｓｔ”（Ｈｚ） ２８． ３９７１ １７８． ５２７９ ５０４． ４５５１ １１３６． ０１４０ ２１３７． ９８１５ ４２６２． ３１１４
ＦＥＭ（Ｈｚ） ３１． １０７４ １９５． ５６７５ ５５２． ６０２９ １２４４． ４４１０ ２３４２． ０４１４ ４６６９． １２８２
ＤＩＦＦ（Ｅ０２） ９． ５４５ ９． ５４５ ９． ５４５ ９． ５４５ ９． ５４５ ９． ５４５
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表５　 修正后频率差
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｆｔｅｒ ｕｐｄａｔｉｎｇ

Ｏｒｄｅｒ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）

“Ｔｅｓｔ”　 　 ＣＭＣＭ　 　 　 ＩＣＭＣＭ　 　 ＦＥＭｔｏｏｌｓ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｄｉｆｆ

Ｉｎｉｔｉａｌ　 　 　 ＣＭＣＭ　 　 　 ＩＣＭＣＭ　 　 　 ＦＥＭｔｏｏｌｓ
１ ２８． ３９７１ Ｆａｉｌ ２８． ３９７１ ２８． ２８００ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ４． １２３Ｅ － ０３
２ １７８． ５２７９ Ｆａｉｌ １７８． ５２７９ １７７． ７９００ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ４． １３３Ｅ － ０３
３ ５０４． ４５５１ Ｆａｉｌ ５０４． ４５５１ ５０２． ３７９８ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ４． １１４Ｅ － ０３
４ １１３６． ０１４０ Ｆａｉｌ １１３６． ０１４０ １０３８． ８９６２ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ８． ５４９Ｅ － ０２
５ ２１３７． ９８１５ Ｆａｉｌ ２１３７． ９８１５ ２１２９． ２００８ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ４． １０７Ｅ － ０３
６ ４２６２． ３１１４ Ｆａｉｌ ４２６２． ３１１４ ４２４４． ８０１９ ９． ５４５Ｅ － ０２ Ｆａｉｌ ０． ００００Ｅ ＋ ００ － ４． １０８Ｅ － ０３

表６　 杨氏模量修改量相对差
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｅｌｅｍ １ ２ ３
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ － １． ６６６７Ｅ － ０１ － １． ６６６７Ｅ － ０１ － １． ６６６７Ｅ － ０１
ＣＭＣＭ Ｆａｉｌ Ｆａｉｌ Ｆａｉｌ
ＩＣＭＣＭ －１． ６６６７Ｅ － ０１ － １． ６６６７Ｅ － ０１ － １． ６６６７Ｅ － ０１
ＦＥＭｔｏｏｌｓ － １． ７４３３Ｅ － ０１ － １． ７４８３Ｅ － ０１ － １． ５９８４Ｅ － ０１

３　 总结
本文对Ｈｕ提出的正交模型－正交模态方法

（ＣＭＣＭ）［１４］进行了改进．通过一个梁结构的数值
算例，比较了ＣＭＣＭ法，ＩＣＭＣＭ法和商业修正软件
ＦＥＭｔｏｏｌｓ等方法的修正结果．结果表明：ＩＣＭＣＭ法
解决了原方法不能处理的存在整体建模误差情况
的问题；与商业软件ＦＥＭｔｏｏｌｓ相比，ＩＣＭＣＭ法不仅
在修正频率上更逼近实验值，参数修改上也更接近
真实情况．
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