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大脑皮层内神经元集团的能量演变

王如彬　 张志康　 沈恩华
（华东理工大学信息科学与工程学院脑信息处理与认知神经动力学研究中心，上海　 ２００２３７）

摘要　 在能量编码原理的基础上，利用哈密尔顿函数得到了大脑皮层内大规模神经元集群在阈下和阈上互
相耦合时神经元电位变化的能量函数．根据神经电生理的实验数据得到了高斯白噪声条件下神经元电位活
动的膜电位运动方程．研究结果表明：本文得到的膜电位的均值恰是先前已发表的膜电位运动方程的精确
解．在这个基础上，还得到了神经元集群编码的哈密尔顿函数随时间的演变过程，即神经元集群随时间的能
量演化过程的定量表达式．
关键词　 神经元集群，　 能量编码，　 哈密尔顿函数，　 生物学神经网络

引言
用能量的方法研究神经信息处理已得到越来

越多的神经科学家的关注，并得到了大量的神经电
生理学实验结果的支持［１ － １０］．在这项研究中基于
大脑运作过程中的能量消耗和神经信号处理之间
有紧密的耦合关系的实验结果，我们提出了能量编
码的概念．利用这样一个理论，能够证明能量编码
的概念可以得到与Ｈｏｄｇｋｉｎ － Ｈｕｘｌｅｙ方程的数值解
近似相同的结果［１ － ３］．最近的一个研究表明在改进
了神经元的生物物理模型以后，用能量编码的概念
可以得到与Ｈｏｄｇｋｉｎ － Ｈｕｘｌｅｙ方程的数值解更逼近
的结果．这就表明用能量原理研究神经信息处理的
确是十分有效的．关于能量编码研究成果的一个详
细的扩展可参阅文献［４］．

然而，上述研究成果的主要问题是神经元的阈
下和阈上活动被分别考虑并进行了分别的描述．但
是神经元集群的阈下和阈上活动是耦合在一起的，
分别描述显然不符合实际情况．因此，在本论文中
我们将神经元的阈下和阈上活动耦合在一起加以
考虑和计算，得到了该耦合条件下神经元能量动态
编码的定量化表达式．再一个主要问题是我们以前
给出的能量函数仅仅与单个神经元的活动有关，这
对于研究大脑局部神经网络的信息编码没有太大
的实际意义．

因此，在本论文中我们得到了阈下活动和阈上

活动时神经元相互作用的神经元集群随时间变化
的哈密尔顿能量函数．这个哈密尔顿能量函数反映
了局部脑活动时神经元集群的总能量，可以预测这
个总能量今后可能是生物学神经网络稳定性计算
的基础．因此本文的得到的研究结果具有更大的普
遍性，也更具有实际意义．

１　 运动方程和哈密尔顿能量函数
根据文献［２，３］，神经元集群中处于阈下和阈

上活动时神经元的哈密顿函数可分别用下式表示，
阈下活动时：
Ｈ１ｍ ＝

（ｐｍ － ａ２ － ａ３ｑｍ）２
４ａ１

－（ａ４ｑ２ｍ ＋ ａ５ｑｍ ＋ ａ６）
阈上活动时：
Ｈ２ｍ ＝

（ｐｍ － ｄ２ － ｄ３ｑｍ）２
４ｄ１

－（ｄ４ｑ２ｍ ＋ ｄ５ｑｍ ＋ ｄ６）
（１）

其中上述方程中的参数表达可在文献［４］中查阅．
由于ｑｍ ＝ Ｕ０ｍ，根据文献［２，３］可知

当第ｍ个神经元处于阈下状态时
ｐｍ ＝ ２ａ１Ｕ

·
０ｍ ＋ ａ２ ＋ ａ３Ｕ０ｍ

当第ｍ个神经元处于阈上状态时
ｐｍ ＝ ２ｄ１Ｕ

·
０ｍ ＋ ｄ２ ＋ ｄ３Ｕ０ｍ

由Ｎ个神经元组成的集团，哈密尔顿函数可
构造为：
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Ｈ ＝ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
［（１ － ｋｍ）Ｈ１ｍ ＋ ｋｍＨ２ｍ］ （２）

当第ｍ个神经元处于阈下状态时ｋｍ ＝ ０，当第ｍ个
神经元处于阈上状态时ｋｍ ＝ １．

方程（２）表示阈上和阈下神经元是互相耦合
在一起的．根据文献［１１，１２］，含有高斯白噪声的
哈密尔顿运动方程为

ｐｍ ＝ －
Ｈ
ｑｍ
＋ ξｍ（ｔ）

ｑｍ ＝
Ｈ
ｐ

{
ｍ

　 ｍ ＝ １…Ｎ （３）

Ｅξｍ（ｔ）＝ ０

Ｅ（ξｍ（ｔ）Ｅξ１（ｔ ＋ τ））＝
２Ｄｍ　 （ｍ ＝ ｌ）
０　 　 （ｍ≠ｌ{ ） （４）

由（１）式求出：
Ｈ１ｍ
ｐｍ

＝
ｐｍ － ａ２ － ａ３ｑｍ

２ａ１
＝ Ａ１ｐｍ ＋ Ａ２ｑｍ ＋ Ａ３

Ｈ２ｍ
ｐｍ

＝
ｐｍ － ｄ２ － ｄ３ｑｍ

２ｄ１
＝ Ｂ１ｐｍ ＋ Ｂ２ｑｍ ＋ Ｂ３

Ｈ１ｍ
ｑｍ

＝ －
ａ３
２ａ１
（ｐｍ － ａ２ － ａ３ｑｍ）－ ２ａ４ｑｍ － ａ５ ＝

　 Ａ２ｐｍ ＋ Ａ４ｑｍ ＋ Ａ５
Ｈ２ｍ
ｑｍ

＝ Ｂ２ｐｍ ＋ Ｂ４ｑｍ ＋ Ｂ５ （５）
其中

Ａ１ ＝
１
２ａ１
；Ａ２ ＝ ａ３２ａ１

Ａ３ ＝ Ａ３１ ＋ Ａ３２ｅ
－ ｈｔ

Ａ３１ ＝ －
ａ２１
２ａ１
；Ａ３２ ＝ － ａ２２２ａ１

Ａ４ ＝
ａ２３
２ａ１
－ ２ａ４，Ａ５ ＝ Ａ５１ ＋ Ａ５２ｅ － ｈｔ

Ａ５１ ＝
ａ２１ａ２
２ａ１

－ ａ５１，Ａ５２ ＝ ａ２２ａ３２ａ１
－ ａ５２

Ｂ１ ＝
１
２ｄ１
，Ｂ２ ＝ － ｄ３２ｄ１

Ｂ３ ＝ Ｂ３１ ＋ Ｂ３２ｅ
－ ａｔ ＋ Ｂ３３ｅ

ｐ１ｔ ＋ Ｂ３４ｅ
ｐ２ｔ

Ｂ３１ ＝ －
ｄ２１
２ｄ１
；Ｂ３２ ＝ － ｄ２２２ｄ１

Ｂ３３ ＝ －
ｄ２３
２ｄ１
；Ｂ３４ ＝ － ｄ２４２ｄ１

Ｂ４ ＝
ｄ２３
２ｄ１
－ ２ｄ４

Ｂ５ ＝ Ｂ５１ ＋ Ｂ５２ｅ
－ ａｔ ＋ Ｂ５３ｅ

ｐ１ｔ ＋ Ｂ５４ｅ
ｐ２ｔ

Ｂ５１ ＝
ｄ２１ｄ３
２ｄ１

－ ｄ５１；Ｂ５２ ＝ － ｄ２２ｄ３２ｄ１
－ ｄ５２

Ｂ５３ ＝
ｄ２３ｄ３
２ｄ１

－ ｄ５３；Ｂ５４ ＝ ｄ２４ｄ３２ｄ１
－ ｄ５４ （６）

将（５）式代入（３）式得到
Ｈ
ｐｍ
＝（１ － ｋｍ）（Ａ１ｐｍ ＋ Ａ２ｑｍ ＋ Ａ３）＋ ｋｍ（Ｂ１ｐｍ ＋

　 Ｂ２ｑｍ ＋Ｂ３）＝Ｃ１ｍｐｍ ＋Ｃ２ｍｑｍ ＋Ｃ３ｍ （７）
其中

Ｃ１ｍ ＝（１ － ｋｍ）Ａ１ ＋ ｋｍＢ１
Ｃ２ｍ ＝（１ － ｋｍ）Ａ２ ＋ ｋｍＢ２
Ｃ３ｍ ＝（１ － ｋｍ）Ａ３ ＋ ｋｍＢ３ （８）

同样可得
Ｈ
ｑｍ
＝ Ｃ２ｍｐｍ ＋ Ｃ４ｍｑｍ ＋ Ｃ５ｍ （９）

其中
Ｃ４ｍ ＝（１ － ｋｍ）Ａ４ ＋ ｋｍＢ４
Ｃ５ｍ ＝（１ － ｋｍ）Ａ５ ＋ ｋｍＢ５ （１０）

运动方程（３）对应的ＦＰＫ方程为：
　 ｐ
ｔ
＝ ∑

Ｎ

ｍ ＝ １
［Ｈ
ｑｍ

Ｈ
ｐｍ
－ Ｈ
ｐｍ

Ｈ
ｑｍ
＋ Ｄｍ

２ｐ
ｐ２ｍ
］＝

∑
Ｎ

ｍ ＝ １
［（Ｃ２ｍｐｍ ＋ Ｃ４ｍｑｍ ＋ Ｃ５ｍ）ｐｐｍ －（Ｃ１ｍｐｍ ＋

Ｃ２ｍｑｍ ＋ Ｃ３ｍ）ｐｑｍ ＋ Ｄｍ
２ｐ
ｐ２ｍ
］ （１１）

其中概率密度的形式是Ｐ ＝ Ｐ（ｐ１，ｑ１，ｐ２，ｑ２，…，ｐＮ，
ｑＮ，ｔ），设概率密度是互相独立的，则

ｐ ＝ Π
Ｎ

ｍ ＝ １
［（１ － ｋｍ）Ｐ１ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）＋

　 ｋｍＰ２ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）］ （１２）
将（１２）式代入（１１）式，得到
　 （１ － ｋｍ）Ｐ１ｍｔ ＋ ｋｍ

Ｐ２ｍ
ｔ
＝（１ － ｋｍ）［（Ａ２ｐｍ ＋ Ａ４ｑｍ ＋

Ａ５）Ｐ１ｍｐｍ －（Ａ１ｐｍ ＋ Ａ２ｑｍ ＋ Ａ３）
Ｐ１ｍ
ｑｍ
＋Ｄｍ

２Ｐ１ｍ
ｐ２ｍ
］＋

ｋｍ［（Ｂ２ｐｍ ＋Ｂ４ｑｍ ＋Ｂ５）Ｐ２ｍｐｍ －（Ｂ１ｐｍ ＋Ｂ２ｑｍ ＋

Ｂ３）Ｐ２ｍｑｍ ＋Ｄｍ
２Ｐ２ｍ
ｐ２ｍ
］　 （ｍ ＝ １…Ｎ） （１３）

从（１３）可以分离出两个等式：
　
Ｐ１ｍ
ｔ
＝（Ａ２ｐｍ ＋ Ａ４ｑｍ ＋ Ａ５）Ｐ１ｍｐｍ －（Ａ１ｐｍ ＋

Ａ２ｑｍ ＋ Ａ３）Ｐ１ｍｑｍ ＋ Ｄｍ
２Ｐ１ｍ
ｐ２ｍ

６５
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Ｐ２ｍ
ｔ
＝（Ｂ２ｐｍ ＋ Ｂ４ｑｍ ＋ Ｂ５）Ｐ２ｍｐｍ －（Ｂ１ｐｍ ＋

Ｂ２ｑｍ ＋ Ｂ３）Ｐ２ｍｑｍ ＋ Ｄｍ
２Ｐ２ｍ
ｐ２ｍ

（１４）
根据文献［１１］，取Ｐ１ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）的特征函数（ｕ，
ｖ，ｔ），则（１４）第一式对应的特征方程为：

φ
ｔ
＝（Ａ１ｖ － Ａ２ｕ）φ′ｕ ＋（Ａ２ｖ － Ａ４ｕ）φ′ｖ ＋

　 ［ｊ（Ａ３ｖ － Ａ５ｕ）－ Ｄｍｕ２］ （１５）
偏微分方程（１５）可化为常微分方程组：

ｄｔ
１ ＝

ｄｕ
Ａ２ｕ － Ａ１ｖ

＝ ｄｖ
Ａ４ｕ － Ａ２ｖ

＝

　 ｄφ
φ［ｊ（Ａ３ｖ － Ａ５ｕ）－ Ｄｍｕ２］ （１６）

从（１６）前三式得出：
ｕ ＝ Ａ２ｕ － Ａ１ｖ
ｖ ＝ Ａ４ｕ － Ａ２{ ｖ

（１７）

通解为：
ｕ ＝ ｌ１ｅλ１

ｔ ＋ ｌ２ｅ
－ λ１ｔ

ｖ ＝ １Ａ１
［（Ａ２ －λ１）ｌ１ｅλ１ｔ ＋（Ａ２ ＋λ１）ｌ２ｅ －λ１ｔ{ ］（１８）

从（１８）求出：
ｌ１ ＝
Ａ１
２λ１
ｅ － λ１ｔ（Ａ２ ＋ λ１Ａ１

ｕ － ｖ）

ｌ２ ＝
Ａ１
２λ１
ｅλ１ｔ（λ１ － Ａ２Ａ１

ｕ ＋ ｖ









 ）
（１９）

利用（１８）（１９）关系式，可以求出：
　 ∫ｕｍｄｔ ＝ １λ（ｌ１ｅλｔ － ｌ２ｅ－λｔ）＝ １λ２（Ｃ２ｍｕｍ － Ｃ１ｍｖｍ）
　 ∫ｖｍｄｔ ＝ １

Ｃ１ｍλ
（（Ｃ２ｍ － λ）ｌ１ｅλｔ － （Ｃ２ｍ ＋

λ）ｌ２ｅ－λｔ）＝ １λ２（Ｃ４ｍｕｍ － Ｃ２ｍｖｍ）

　 ∫ｅ－ａｔｕｍｄｔ ＝ ｌ１
λ － ａ

ｅ（λ－ａ）ｔ －
ｌ２
λ ＋ ａ

ｅ－（λ＋ａ）ｔ ＝

ｅ－ａｔ

λ２ － ａ２
（（Ｃ２ｍ ＋ ａ）ｕｍ － Ｃ１ｍｖｍ）

　 ∫ｅ－ａｔｖｍｄｔ ＝ Ｃ２ｍ － λ
Ｃ１ｍ（λ － ａ）ｌ１ｅ

（λ－ａ）ｔ －
Ｃ２ｍ ＋ λ
Ｃ１ｍ（λ ＋ ａ）ｌ１ｅ

（λ＋ａ）ｔ ＝

ｅ－ａｔ

λ２ － ａ２
（Ｃ４ｍｕｍ －（Ｃ２ｍ － ａ）ｖｍ）

　 ∫ｕ２ｍｄｔ ＝ ｌ
２
１

２λ
ｅ２λλ －

ｌ２２
２λ
ｅ－２λ２ ＋ ２ｌ１ ｌ２ ｔ ＝

１
２λ２
（（－ Ｃ１ｍＣ４ｍｔ ＋ Ｃ２ｍ）ｕ２ｍ － Ａ２１ ｔｖ２ｍ ＋

（２Ｃ１ｍＣ２ｍｔ － Ｃ１ｍ）ｕｍｖｍ） （２０）
从常微分方程组（１６）第一、四式得出：
　 φ ＝ｌ３ｅ∫

［ｊ（Ａ３ｖ －Ａ５ｕ）－Ｄｍｕ２］ｄｔ ＝ｌ３ｅｘｐ｛ｊ［Ａ３１Ａ１λ１（（Ａ２ －λ１）ｌ１ｅ
λ１ｔ －

（Ａ２ ＋λ１）ｌ２ｅ －λ１ｔ）＋Ａ３２（Ａ２ －λ１Ａ１（λ －ｈ）ｌ１ｅ
λ１ －ｈｔ －

Ａ２ ＋λ１
Ａ１（λ ＋ｈ）ｌ２ｅ

（λ１ ＋ｈ）ｔ）－Ａ５１
λ１
（ｌ１ｅλ１ｔ －ｌ２ｅ －λ１ｔ）－

Ａ５２（ ｌ１λ１ －ｈｅ
（λ１ －ｈ）ｔ －

ｌ２
λ１ ＋ｈ

ｅ －（λ１ ＋ｈ）ｔ）］－Ｄｍ（ｌ
２
１

２λ１
ｅ２λ１ｔ －

ｌ２２
２λ１
ｅ －２λ１ｔ ＋２ｌ１ｌ２ｔ）｝＝ｌ３ｅｘｐ｛ｊ（（Ａ３１Ａ４ －Ａ２Ａ５１λ２１

＋

Ａ３２Ａ４ －（Ａ２ ＋ｈ）Ａ５２
λ２１ －ｈ

２ ｅ －ｈｔ）ｕ ＋（Ａ１Ａ５１ －Ａ２Ａ３１
λ２１

＋

Ａ１Ａ５２ －（Ａ２ －ｈ）Ａ３２
λ２１ －ｈ

２ ｅ －ｈｔ）ｖ）－ Ｄｍ
２λ２１
（（Ａ２ －Ａ１Ａ４ｔ）ｕ２ －

Ａ２１ｔｖ
２ ＋Ａ１（２Ａ２ｔ －１）ｕｖ）｝ （２１）

设初始条件
　 Ｐ１ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ ／ ｐｍ１，ｑｍ１，０）＝ δ（ｐｍ －

ｐｍ１）δ（ｑｍ － ｑｍ１） （２２）
代入特征函数定义式，可得到：
　 φ（ｕ，ｖ，０）＝ ｅｘｐ［ｊ（ｕｐｍ１ ＋ ｖｑｍ１）］＝ ｅｘｐ［ｊ（ｌ１ ＋

ｌ２）ｐｍ１ ＋ ｑｍ１Ａ１（（Ａ２ － λ）ｌ１ ＋（Ａ２ ＋ λ）ｌ２）］ （２３）
代入Φ表达式（２１），可得：
　 φ（ｕ，ｖ，０）＝ ｌ３ｅｘｐ｛ｊ［Ａ３１Ａ１λ（（Ａ２ － λ１）ｌ１ －（Ａ２ ＋

λ１）ｌ２ ＋ Ａ３２（ Ａ２ － λ１Ａ１（λ１ － ｈ）ｌ１ －
Ａ２ ＋ λ１
Ａ１（λ１ ＋ ｈ）ｌ１）－

Ａ５１
λ１
（ｌ１ － ｌ２）－ Ａ５２（ ｌ１

λ１ － ｈ
－
ｌ２
λ１ ＋ ｈ

）］－
Ｄｍ
２λ１
（ｌ２１ － ｌ２２）｝ （２４）

结合（２３）（２４），可以得到
　 ｌ３ ＝ ｅｘｐ｛ｊ Ａ１λ１（

Ａ２ ＋ λ１
Ａ１
ｕ － ｖ）［－ λ１ｑｍ１Ａ１ －

Ａ２Ａ３１
Ａ１λ１

－

Ａ３２
Ａ１
λ１（Ａ２ － ｈ）
λ２１ － ｈ

２ ＋
Ａ５１
λ１
＋
λ１Ａ５２
（λ２ － ｈ２）］ｅ

－ λ１ｔ ＋

ＤｍＡ
２
１

８λ３１
［（Ａ２ ＋ λ１Ａ１

ｕ － ｖ）２ｅ － ２λ１ｔ －（λ１ － Ａ２Ａ１
ｕ ＋

ｖ）２ｅ２λ１ｔ］｝ （２５）
将（２５）代入（２３）得到
　 φ（ｕ，ｖ，ｔ）＝ ｅｘｐ［ｊ（Ｍ１ｍｕ ＋ Ｍ２ｍｖ）＋ Ｒ１ｍｕ２ ＋

Ｒ２ｍｖ
２ ＋ Ｒ３ｍｕｖ］ （２６）

７５
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其中
　 Ｍ１ｍ ＝

Ａ３１Ａ４ － Ａ２Ａ５１
λ２１

＋
Ａ３２Ａ４ －（Ａ２ ＋ ｈ）Ａ５２

λ２１ － ｈ
２ ｅ － ｈｔ ＋

Ａ２ ＋ λ１
λ１

（－ λ１Ｕ０ｍ（０）Ａ１
－
Ａ２Ａ３１
Ａ１λ１

－

λ１Ａ３２（Ａ２ － ｈ）
Ａ１（λ２１ － ｈ２） ＋

Ａ５１
λ１
＋
λ１Ａ５２
λ２１ － ｈ

２）ｅ － λ１ｔ

　 Ｍ２ｍ ＝
Ａ１Ａ５１ －Ａ２Ａ３１
λ２１

＋
Ａ１Ａ５２ －（Ａ２ －ｈ）Ａ３２

λ２１ －ｈ
２ ｅ －ｈｔ ＋（Ｕ０ｍ（０））＋

Ａ２Ａ３１
λ２１
＋
Ａ３２（Ａ２ － ｈ）
（λ２１ － ｈ２） －

Ａ１Ａ５１
λ２１
＋
Ａ１Ａ５２
λ２１ － ｈ

２）ｅ － λ１ｔ

　 Ｒ１ｍ ＝ －
Ｄｍ
２λ２１
（Ａ２ － Ａ１Ａ４ ｔ － １４λ１（（Ａ２ ＋ λ１）

２ｅ － ２λ１ｔ －

（λ１ － Ａ２）２ｅ２λ１ｔ））
　 Ｒ２ｍ ＝

Ａ２１Ｄｍ
２λ２１
（ｔ ＋（ｅ

－ ２λ１ｔ － ｅ２λ１ｔ）
４λ１

）

　 Ｒ３ｍ ＝ －
Ａ１Ｄｍ
２λ２１
（２Ａ２ ｔ － １ ＋

（Ａ２ ＋ λ１）ｅ － ２λ１ｔ ＋（λ１ － Ａ２）ｅ２λ１ｔ
２λ１

） （２７）
令

Λ ＝
－ ２Ｒ１ｍ － Ｒ３ｍ
－ Ｒ３ｍ － ２Ｒ２( )

ｍ

，

则

　 Λ － １ ＝

２Ｒ２ｍ
Ｒ２３ｍ － ４Ｒ１ｍＲ２ｍ

　 －
Ｒ３ｍ

Ｒ２３ｍ － ４Ｒ１ｍＲ２ｍ

－
Ｒ３ｍ

Ｒ２３ｍ － ４Ｒ１ｍＲ２ｍ
　

２Ｒ１ｍ
Ｒ２２ｍ － ４Ｒ１ｍＲ２











ｍ

　 ｜Λ ｜ ＝ ４Ｒ１ｍＲ２ｍ － Ｒ
２
３ｍ ＝
Ｄ２ｍ
λ４１
［－ Ａ２１（λ２１ ｔ２ ＋ １２ ）－

Ａ１Ａ４（λ２１ － １）ｔ ＋（Ａ２ － Ａ２１（λ１ － Ａ２））
４λ１

ｅ － ２λ１ｔ ＋

Ａ１Ａ４（Ａ２２ － １）ｔ ＋（Ａ２ － Ａ２１（λ１ － Ａ２））
４λ１

ｅ２λ１ｔ］（２８）
可以看出，特征函数表示的是二元联合高斯分布，
其概率密度为：

Ｐ１ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）＝ １
２π ｜Λ槡｜

ｅｘｐ［－ １２ （ｐｍ － Ｍ１ｍ，

ｑｍ － Ｍ２ｍ）Λ － １
ｐｍ － Ｍ１ｍ
ｑｍ － Ｍ２( )

ｍ

］ （２９）

由概率论可以很容易的看出，上述概率密度中的广
义动量ｐｍ和广义位移ｑｍ在均值Ｍ１ｍ和Ｍ２ｍ处形成
高峰．当Ｄｍ 越小，高峰越陡峭，可以认为ｐｍ 和ｑｍ

分别位于Ｍ１ｍ和Ｍ２ｍ处．
同理，取Ｐ２ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）的特征函数（ｕ，ｖ，ｔ），

则特征方程为
φ
ｔ
＝（Ｂ１ｖ － Ｂ２ｕ）φ′ｕ ＋（Ｂ２ｖ － Ｂ４ｕ）φ′ｖ ＋［ｊ（Ｂ３ｖ

－ Ｂ５ｕ）－ Ｄｍｕ２］φ （３０）
上述偏微分方程可化为下列常微分方程组：

ｄｔ
１ ＝

ｄｕ
Ｂ２ｕ － Ｂ１ｖ

＝ ｄｖ
Ｂ４ｕ － Ｂ２ｖ

＝

　 ｄφ
φ［ｊ（Ｂ３ｖ － Ｂ５ｕ）－ Ｄｍｕ２］ （３１）

从（３１）前三式得出：
ｕ ＝ Ｂ２ｕ － Ｂ１ｖ
ｖ ＝ Ｂ４ｕ － Ｂ２{ ｖ

（３２）

上述方程的通解为：
ｕ ＝ ｌ１ｅλ２

ｔ ＋ ｌ２ｅ
－ λ２ｔ

ｖ ＝ １Ｂ１
［（Ｂ２ －λ１）ｌ１ｅλ２ｔ ＋（Ｂ２ ＋λ１）ｌ２ｅ －λ２ｔ{ ］（３３）

从上式求出：
ｌ１ ＝
Ｂ１
２λ１
ｅ － λ２ｔ（Ｂ２ ＋ λ１Ｂ１

ｕ － ｖ）

ｌ２ ＝
Ｂ１
２λ１
ｅλ２ｔ（λ１ － Ｂ２Ｂ１

ｕ ＋ ｖ









 ）
（３４）

从常微分方程组（３１）第一和第四式可求得：
　 φ ＝ｌ３ｅｘｐ｛∫［ｊ（Ｂ３ｖ －Ｂ５ｕ）－Ｄｍｕ２］ｄｔ｝＝

ｌ３ｅｘｐ｛ｊ［Ｂ３１Ｂ１λ２（（Ｂ２ －λ２）ｌ１ｅ
λ２ｔ －（Ｂ２ ＋λ２）ｌ２ｅ －λ２ｔ）＋

Ｂ３２
Ｂ１
［Ｂ２ －λ２
λ２ －ａ

ｌ１ｅ
（λ２ －ａ）ｔ －

Ｂ２ ＋λ２
λ２ ＋ａ

ｌ２ｅ
－（λ２ ＋ａ）ｔ］＋

Ｂ３３
Ｂ１
［Ｂ２ －λ２
λ２ ＋ｐ１

ｌ１ｅ
（λ２ ＋ｐ１）ｔ －

Ｂ２ ＋λ２
λ２ －ｐ１

ｌ１ｅ
－（λ２ －ｐ１）ｔ］＋

Ｂ３４
Ｂ１
［Ｂ２ －λ２
λ２ ＋ｐ２

ｌ１ｅ
（λ２＋ｐ２）ｔ －

Ｂ２ ＋λ２
λ２ －ｐ２

ｌ１ｅ
－（λ２－ｐ２）ｔ］－Ｂ５１

λ２
（ｌ１ｅλ２ｔ －

ｌ２ｅ
－λ２ｔ）－Ｂ５２（ｌ１ｅ

（λ２－ａ）ｔ

λ２ －ａ
－
ｌ２ｅ
－（λ２＋ａ）ｔ

λ２ ＋ａ
）－Ｂ５３（ｌ１ｅ

（λ２＋ｐ１）ｔ

λ２ ＋ｐ１
－

ｌ２ｅ
（λ２ｐ１）ｔ

λ２ －ｐ１
）－Ｂ５４（ｌ１ｅ

（λ２＋ｐ２）ｔ

λ２ ＋ｐ２
－
ｌ２ｅ
（λ２ｐ２）ｔ

λ２ －ｐ２
）｝－Ｄｍ（ｌ

２
１ｅ
２λ２ｔ

２λ２
－

ｌ２２ｅ
－２λ２ｔ

２λ２
＋２ｌ１ｌ２ｔ）｝＝ｌ３ｅｘｐ｛ｊ｛［Ｂ３１Ｂ４ －Ｂ２Ｂ５１λ２２

＋

Ｂ３２Ｂ４ －（Ｂ２ ＋ａ）Ｂ５２
λ２２ －ａ

２ ｅ －ａｔ ＋
Ｂ３３Ｂ４ －（Ｂ２ －ｐ１）Ｂ５３

λ２２ －ｐ
２
１

ｅｐ１ｔ ＋

Ｂ３４Ｂ４ －（Ｂ２ －ｐ２）Ｂ５４
λ２２ －ｐ

２
２

ｅｐ２ｔ］ｕ ＋［Ｂ１Ｂ５１ －Ｂ２Ｂ３１
λ２２

＋

８５
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Ｂ１Ｂ５２ －（Ｂ２ －ａ）Ｂ３２
λ２１ －ａ

２ ｅ －ａｔ ＋
Ｂ５３Ｂ１ －（Ｂ２ ＋ｐ１）Ｂ３３

λ２２ －ｐ
２
１

ｅｐ１ｔ ＋

Ｂ５４Ｂ１ －（Ｂ２ ＋ｐ２）Ｂ３４
λ２２ －ｐ

２
２

ｅｐ２ｔ］ｖ｝－Ｄｍ［Ｂ２ －Ｂ１Ｂ４ｔ２λ２２
ｕ２ －
Ｂ２１ｔ
２λ２２
ｖ２ ＋

Ｂ１（２Ｂ２ｔ －１）
２λ２２

ｕｖ］｝ （３５）
设初始条件
　 Ｐ２ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ ／ ｐｍ２，ｑｍ２，０）＝ δ（ｐｍ －

ｐｍ２）δ（ｑｍ － ｑｍ２） （３６）
代入特征函数定义式，可得到：
　 φ（ｕ，ｖ，０）＝ ｅｘｐ［ｊ（ｕｐｍ２ ＋ ｖｑｍ２）］＝ ｅｘｐ［ｊ（ｌ１ ＋

ｌ２）ｐｍ２ ＋ ｑｍ２Ｂ１（（Ｂ２ － λ２）ｌ１ ＋（Ｂ２ ＋ λ２）ｌ２）］（３７）
代入Φ表达式，可得
　 φ（ｕ，ｖ，０）＝ｌ３ｅｘｐ｛ｊ［Ｂ３１Ｂ１λ２（（Ｂ２ －λ２）ｌ１ －（Ｂ２ ＋

λ２）ｌ２）＋Ｂ３２Ｂ１（
Ｂ２ －λ２
（λ２ －ａ）ｌ１ －

Ｂ２ ＋λ２
（λ１ ＋ａ）ｌ２）＋

Ｂ３３
Ｂ１
（Ｂ２ －λ２
λ２ ＋ｐ１

ｌ１ －
Ｂ２ ＋λ２
λ１ －ｐ１

ｌ２）＋Ｂ３４Ｂ１（
Ｂ２ －λ２
λ２ ＋ｐ２

ｌ１ －

Ｂ２ ＋λ２
λ１ －ｐ２

ｌ２）－Ｂ５１λ２（ｌ１ －ｌ２）－Ｂ５２（
ｌ１
λ２ －ａ

－
ｌ２
λ２ ＋ａ

）－

Ｂ５３（ λ１λ２ ＋π１
－
λ２
λ２ －π１

）－Ｂ５４（ λ１λ２ ＋π２
－
λ２
λ２ －π２

）］－
Δμ
２λ２
（λ２１ －λ２２）｝ （３８）

结合（３７）（３８），可以得到ｌ３
　 ｌ３ ＝ｅｘｐ｛ｊＢ１（Ｂ２ ＋λ２Ｂ１

ｕ －ｖ）［－ｑｍ１Ｂ１ －
Ｂ２Ｂ３１
Ｂ１λ

２
２
－

Ｂ３２
Ｂ１
Ｂ３２（Ｂ２ －ａ）
λ２２ －ａ

２ －
Ｂ３３（Ｂ２ ＋ｐ１）
Ｂ１（λ２２ －ｐ２１）－

Ｂ３４（Ｂ２ ＋ｐ２）
Ｂ１（λ２２ －ｐ２２）＋

Ｂ５１
λ２２
＋

Ｂ５２
λ２２ －ａ

２ ＋
Ｂ５３
λ２２ －ｐ

２
１
＋
Ｂ５４
λ２２ －ｐ

２
２
］ｅ －λ２ｔ ＋ＤｍＢ

２
１

８λ３２
［（Ｂ２ ＋λ２Ｂ１

ｕ －

ｖ）２ｅ －２λ２ｔ －（λ２ －Ｂ２Ｂ１
ｕ ＋ｖ）２ｅ２λ２ｔ］｝ （３９）

将上式代入（３５）
　 φ（ｕ，ｖ，ｔ）＝ ｅｘｐ［ｊ（Ｍ１ｍｕ ＋ Ｍ２ｍｖ）＋ Ｒ１ｍｕ２ ＋

Ｒ２ｍｖ
２ ＋ Ｒ３ｍｕｖ］ （４０）

其中
　 Ｍ１ｍ ＝

Ｂ３１Ｂ４ －Ｂ２Ｂ５１
λ２２

＋
Ｂ３２Ｂ４ －（Ｂ２ ＋ａ）Ｂ５２

λ２２ －ａ
２ ｅ －ａｔ ＋

Ｂ３３Ｂ４ －（Ｂ２ －ｐ１）Ｂ５３
λ２２ －ｐ

２
１

ｅｐ１ｔ ＋
Ｂ３４Ｂ４ －（Ｂ２ －ｐ２）Ｂ５４

λ２２ －ｐ
２
２

ｅｐ２ｔ ＋

Ｂ２ ＋λ２
λ２ －ａ

［ａｄ５１
λ２２
＋
（ｐ１ ＋ａ）（ｄ３３ －ｐ１ｄ２３）

λ２２ －ｐ
２
１

＋

（ｐ２ ＋ａ）（ｄ３４ －ｐ２ｄ２４）
λ２２ －ｐ

２
２

＋２ｄ（Ｋ１（λ２ ＋ａ）－
Ｋ２（λ２ －ａ））］ｅ －λ２ｔ

　 Ｍ２ｍ ＝
Ｂ１Ｂ５１ －Ｂ２Ｂ３１

λ２２
＋
Ｂ１Ｂ５２ －（Ｂ２ －ａ）Ｂ３２

λ２２ －ａ
２ ｅ －ａｔ ＋

Ｂ５３Ｂ１ －（Ｂ２ ＋ｐ１）Ｂ３３
λ２２ －ｐ

２
１

ｅｐ１ｔ ＋
Ｂ５４Ｂ１ －（Ｂ２ ＋ｐ２）Ｂ３４

λ２２ －ｐ
２
２

ｅｐ２ｔ ＋

Ｂ２
λ２ －ａ

［ａｄ５１
λ２２
＋
（ｐ１ ＋ａ）（ｄ５３ －ｐ１ｄ２３）

λ２２ －ｐ
２
１

＋

（ｐ２ ＋ａ）（ｄ５４ －ｐ２ｄ２４）
λ２２ －ｐ

２
２

＋２ｄ１（Ｋ１（λ２ ＋ａ）－
Ｋ２（λ２ －ａ））］ｅ －λ２ｔ

　 Ｒ１ｍ ＝ －
Ｄｍ
２λ２２
（Ｂ２ － Ｂ１Ｂ４ ｔ － １４λ２（（Ｂ２ ＋

λ２）２ｅ － ２λ２ｔ －（λ２ － Ｂ２）２ｅ２λ２ｔ））
　 Ｒ２ｍ ＝

ＤｍＢ
２
１

２λ２２
（ｔ ＋（ｅ

－ ２λ２ｔ － ｅ２λ２ｔ）
４λ２

）

　 Ｒ３ｍ ＝ －
ＤｍＢ１
２λ２２
（２Ｂ２ ｔ － １ ＋

（Ｂ２ ＋ λ２）ｅ － ２λ２ｔ ＋（λ２ － Ｂ２）ｅ２λ２ｔ
２λ２

） （４１）
可以证明，Ｐ２ｍ（ｐｍ，ｑｍ，ｔ）也同样服从二元高斯分
布，广义动量ｐｍ和广义位移ｑｍ也分别在均值Ｍ１ｍ
和Ｍ２ｍ处形成峰值．

２　 初步讨论
１． 本文的结论得到均值为ｐｍ ＝ Ｍ１ｍ，ｑｍ ＝ Ｍ２ｍ，

且在均值处为概率密度的最高峰．而且广义位移
ｑｍ ＝ Ｕ０ｍ正好就是膜电位．
２． 与前一篇文章［２］比较，均值Ｍ２ｍ就是膜电

位运动方程的精确解．说明在白噪声影响下，膜电
位还是以精确解为中心，同时向两边扩散．
３． 将均值代入Ｈ表达式，Ｈ ＝ ∑Ｎ

ｍ ＝ １
［（１ － ｋｍ）Ｈ１ｍ

（Ｍ１ｍ，Ｍ２ｍ，ｔ）＋ ｋｍＨ２ｍ（Ｍ１ｍ，Ｍ２ｍ，ｔ）］表示Ｎ个神经
元组成的神经元集团的哈密尔顿函数的最可能的
结果．随着时间的推移，可以得到哈密尔顿函数的
演变过程，也就是能量的演变过程．
４． 阈下时，膜电位精确解含有参数Ａ，其实是

其他神经元对第ｍ个神经元的作用，它决定了神
经元活动是否从阈下跃迁到阈上活动．所以Ａ含有

９５
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两层意思：一是耦合作用，二是决定了ｋｍ的数值．
５． 由于阈上神经元只能维持２ｍｓ左右，所以

密度分布的时间范围最多也只能保持在２ｍｓ之内，
然后重新选择ｋｍ和初始条件，再次用相同的公式
计算，可得到神经元集群的新的能量演变．
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