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基于（ｗ，ｚ）参数化的欠驱动微小卫星姿态再定位控制
刘海颖１，２ 　 王惠南１ 　 陈志明１ 　 叶伟松２

（１．南京航空航天大学自动化学院，南京　 ２１００１６）（２．南航高新院微小卫星研究中心，南京　 ２１００１６）

摘要　 （ｗ，ｚ）参数化是一种新的姿态表示方法，它通过两次垂直的旋转来表示卫星姿态，和描述的运动方程
相互解耦，可以分别进行控制，有其独特的优点．本文首先推导了（ｗ，ｚ）参数并给出了运动模型，然后针对非
对称微卫星的欠驱动姿态再定位控制，采用微分平滑的方法设计了可行的再定位运动轨迹，给出了相应的
跟踪控制律，并以ＰＷＭ（脉宽调制）喷气系统进行仿真，验证了本文方法的有效性．
关键词　 （ｗ，ｚ）参数化，　 欠驱动，　 ＰＷＭ喷气，　 微分平滑，　 再定位控制

引言
卫星欠驱动（ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ）姿态控制已经成

为国际上研究的热点，它是指在某方向上的执行机
构如喷气、动量轮等失效时，仅仅利用另外两轴上
的控制力矩进行控制，如Ａｎｄｒｉａｎｏ［１］等设计了时变
控制律．国内对卫星欠驱动控制研究开展的相对较
少，已报道的有戈新生［２］应用遗传算法进行动态规
划，郑敏捷［３］采用退步控制进行稳定设计．然而，以
上的欠驱动卫星控制基本上都是针对姿态稳定的，
对于姿态再定位控制研究得还很少，由于在欠驱动
控制下并不是所有运动轨迹都是可行的，寻找可行
的运动轨迹与设计合理的跟踪控制律是其难点．

通常卫星姿态描述有欧拉角和四元数等．欧拉
角是由坐标三次旋转得到的三参数描述方法；四元
数可以避免欧拉角在大角度时“奇异”以及复杂的
三角函数运算，它通过绕旋转轴一次旋转得到．为
了解决四元数的规范性问题（‖ｑ‖ ＝ １），可以将
四元数降维，得到三参数的罗得里格斯（Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ）
参数［４］以及修正的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数［５］．

以上方法在使用中各有优缺点，本文给出另一
种姿态描述—（ｗ，ｚ）参数化法，它由Ｔｓｉｏｔｒａｓ首次提
出［６］，通过坐标两次连续的垂直旋转得到，ｗ和ｚ相
互解耦，可以分别进行控制，Ｔｓｉｏｔｒａｓ使用该方法对
欠驱动控制进行了一系列研究［７，８］，但都是针对轴对
称的自旋卫星，而国内对于采用（ｗ，ｚ）参数化进行卫
星控制方面还未见有报道．因此，本文给出（ｗ，ｚ）参

数化方法，在此基础上针对非对称的欠驱动卫星再
定位控制进行了研究，应用退步控制［９］方法设计跟
踪控制律，基于微分平滑［１０］设计了欠驱动再定位运
动轨迹，并通过实际的微小卫星模型和ＰＷＭ微型喷
气系统进行仿真实验，取得了良好效果．

１　 参数化及卫星运动方程
（ｗ，ｚ）［６，７］是一种新的姿态描述方法．如图１

所示，记ｉｊ和ｂｊ（ｊ ＝ １，２，３）分别为惯性系Ｆｉ 和星
体系Ｆｂ 的单位正交矢量，则Ｆｉ 到Ｆｂ 的姿态矩阵
Ｃｂｉ 可以由两次连续的垂直旋转得到．设先绕ｚ轴旋
转角度，得到中间坐标系Ｆｉ，然后再绕垂直于ｉ′３的
轴ｕ到Ｆｂ，则有

图１　 旋转及球心投影模型
Ｆｉｇ． １　 Ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｅｒｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

Ｃｂｉ ＝ Ｃ（ｗ，ｚ）＝ Ｃ２（ｗ）Ｃ１（ｚ） （１）
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Ｃ１（ｚ）＝
ｃｏｓｚ ｓｉｎｚ ０
－ ｓｉｎｚ ｃｏｓｚ ０









０ ０ １

（３）

由欧拉定理，第二次旋转矩阵Ｃ２（ｗ），可以由
绕某一单位矢量ｕ旋转角度θ得到，即

Ｃ２（ｗ）＝Ｉ３ ×３ ＋ｓｉｎ（θ）Ｓ（ｕ）＋（１ ＋ｃｏｓθ）Ｓ２（ｕ） （４）
其中，Ｓ（ｕ）＝ ｕ ×表示叉乘，为斜对称矩阵．记Ｃ２
（ｗ）的第三列为［ａ　 ｂ　 ｃ］Ｔ，则有

ｉ′３ ＝ ａ ｂ

１ ＋ ｂ ｂ


２ ＋ ｃ ｂ


３ （５ａ）

ｂ３ ＝ － ａ ｉ
′
１ － ｂ ｉ

′
２ ＋ ｃ ｉ

′
３ （５ｂ）

进而得到ｉ′３与ｂ３的夹角为
θ ＝ ｃｏｓ － １（ｉ′３·ｂ３）＝ ａｒｃｃｏｓｃ （６）

以及旋转轴ｕ为
ｕ ＝

ｉ′３ × ｂ

３

‖ ｉ′３ × ｂ

３‖
＝
ｂ ｉ′１ － ａ ｉ

′
２

ａ２ ＋ ｂ槡 ２
（７）

将式（６）和（７）代入式（４），得到

Ｃ２（ｗ）＝
ｃ ＋ｂ２ ／（１ ＋ｃ） －ａｂ ／（１ ＋ｃ） ａ

－ａｂ ／（１ ＋ｃ） ｃ ＋ａ２ ／（１ ＋ｃ） ｂ








－ａ －ｂ ｃ

（８）

将式（３）和（８）代入（１）即可得到Ｃ（ｗ，ｚ）．由
于旋转矩阵满足ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＝ １，同时根据球心投
影（如图１）来进行简化．定义

ｗ：＝ ｗ１ ＋ ｉｗ２ ＝（ｂ － ｉａ）／（１ ＋ ｃ） （９）
其中，ｉ ＝ －槡１表示复数．记Ｒｅ（·）和Ｉｍ（·）分别
表示实部和虚部，则最终得到Ｃ（ｗ，ｚ）为

Ｃ（ｗ，ｚ）＝ １ ／（１ ＋ ｜ｗ ｜ ２）．
Ｒｅ（１ ＋ｗ２）ｅｉｚ Ｉｍ（１ ＋ｗ２）ｅｉｚ －２Ｉｍ（ｗ）
Ｉｍ（１ －ｗ２）ｅ －ｉｚ Ｒｅ（１ －ｗ２）ｅ －ｉｚ ２Ｒｅ（ｗ）
２Ｉｍ（ｗｅｉｚ） －２Ｒｅ（ｗｅｉｚ） １ － ｜ｗ｜









２

（１０）
由Ｃ（ｗ，ｚ）的元素ｗ１、ｗ２ 和ｚ表示卫星姿态，

它们和欧拉角、四元数等其它姿态表示方法具有一
一对应的关系［７］．记卫星的角速度为ω ｂｉｂ ＝［ω１ 　
ω２ 　 ω３］Ｔ，对式（１）求导得

Ｃ
·（ｗ，ｚ）＝ Ｓ（ω）Ｃ（ｗ，ｚ） （１１）

其中，Ｓ（·）为斜对称阵，则Ｃ·（ｗ，ｚ）的第三列为
ａ
ｂ
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ａ
ｂ
ｃ

（１２）

由（９）（１０）（１２）可以得到ｗ１ 和ｗ２ 表示的卫
星运动学方程为

ｗ１ ＝ ω３ｗ２ ＋ ω２ｗ１ｗ２ ＋ ω１ ／ ２（１ ＋ ｗ２１ － ｗ２２）（１３ａ）
ｗ２ ＝ －ω３ｗ１ ＋ω１ｗ１ｗ２ ＋ω２ ／ ２（１ ＋ｗ２２ －ｗ２１）（１３ｂ）

进一步求ｚ，对式（１１）求迹运算
ｔｒ［Ｃ·（ｗ，ｚ）］＝ ｔｒ［Ｓ（ω）Ｃ（ｗ，ｚ）］ （１４）

将（１１）和（１３）代入（１４），可以得到
ｚ ＝ ω３ － ω１ｗ２ ＋ ω２ｗ１ （１５）

式（１３ａ）、（１３ｂ）和（１５）即为（ｗ，ｚ）参数化的卫星
运动学方程．

２　 卫星动力学方程及再定位控制
由欧拉运动原理，微小卫星动力学方程为
Ｉ ω·ｂｉｂ ＋ ω

ｂ
ｉｂ ×（Ｉ ω ｂｉｂ）＝ Ｔｂ （１６）

其中，Ｉ ＝ ｄｉａｇ（［Ｉｘ 　 Ｉｙ 　 Ｉｚ］）为卫星惯量矩阵；Ｔｂ ＝
［Ｔｘ　 Ｔｙ 　 Ｔｚ］为喷气力矩．假设ｚ轴上的一对喷气
出现故障，则Ｔｚ ＝ ０，仅仅使用ｘ和ｙ轴的喷气进行
欠驱动控制，记

ｕ１ ＝（Ｉｙ － Ｉｚ）／ Ｉｘω２ω３ ＋ Ｔｘ ／ Ｉｘ （１７ａ）
ｕ２ ＝（Ｉｚ － Ｉｘ）／ Ｉ２ω１ω３ ＋ Ｔｙ ／ Ｉｙ （１７ｂ）

得到欠驱动下的卫星动力学方程为
ω１ ＝ ｕ１ （１８ａ）
ω２ ＝ ｕ２ （１８ｂ）
ω３ ＝ εω１ω２ （１８ｃ）

其中，ε ＝（Ｉｘ － Ｉｙ）／ Ｉｚ，当ε ＝ ０时为对称卫星．本文
的喷气系统采用ＰＷＭ控制，各喷嘴在一个控制周
期Ｔ内开启的时间为

ｔｏｎ ＝

Ｔ ＴτＴｃ，ｉ ／ Ｔｉ
τＴｃ，ｉ ／ Ｔｉ ττＴｃ，ｉ ／ Ｔｉ ＜ Ｔ

０ τＴｃ，ｉ ／ Ｔｉ ＜
{

τ

（１９）

其中，Ｔ为控制周期；τ为喷气系统最小脉宽；Ｔｃ，ｉ（ｉ
＝ ｘ，ｙ）为第ｉ轴上喷气系统需要产生的力矩；Ｔｉ为
第ｉ轴上喷气实际产生的力矩．

对于欠驱动控制下卫星的再定位，当给定初始
姿态和目标姿态后，并不是所有的运动轨迹都是可
行的．文献［１０］假设在某一可行的运动轨迹下，设计
了跟踪控制律；文献［１１］应用微分平滑，给出了可行
的轨迹生成方法．然而，以上方法都是针对对称卫星
的，即ε ＝０，此时由（１８ｃ）得ω３ ＝０，同时令ω３ ＝０，将
卫星运动方程（１３）、（１５）及（１８）中略去与ω３ 有关
的项，做了简化处理．然而，实际中多数卫星为非对

１５
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称的，并且做到绝对对称也是不可能的．
因此，本文针对ε≠０以及角速度ω３≠０的情

况进行分析．对于通用的情况，给定某一可行运动
轨迹后，按照一般退步控制的设计方法，采用如下
线性反馈控制律

ｕ１ ＝ － γ（ω１ － ωｄ１）＋ ωｄ１ （２０ａ）
ｕ２ ＝ － γ（ω２ － ωｄ２）＋ ωｄ２ （２０ｂ）

其中，γ ＞０为控制参数，当取较大值时，可以使角速
度ωｉ快速跟踪中间控制变量ωｄｉ，在设计时还要保
证控制力矩在执行机构的允许范围之内．得到ｕｉ（ｉ
＝１，２）后，再由式（１７）计算所需要的控制力矩Ｔｃ，ｉ（ｉ
＝１，２），进而由式（１９）进行喷气的ＰＷＭ控制．

３　 微分平滑再定位运动轨迹设计
当ε≠０时可行轨迹的设计要复杂得多，本节

应用微分平滑的方法进行设计．微分平滑的概念首
先由Ｆｌｉｅｓｓ Ｍ． ［１３］提出，即对于非线性系统

ｘ ＝ ｆ（ｘ，ｖ） （２１）
其中，ｘ∈Ｒｎ，ｖ∈Ｒｍ，分别为状态和控制变量．如果能
找到输出集合ｙ∈Ｒｍ，可以表示为ｙ ＝ ｙ（ｘ，ｕ，…，
ｕ（ｐ））；并且由ｙ及其导数可以得到ｘ ＝ ｘ（ｙ，ｙ，…，ｙ（ｑ））
和ｖ ＝ ｖ（ｙ，ｙ，…，ｙ（ｑ）），则系统（２１）为微分平滑系统，
并称ｙ为平滑输出．

微分平滑的概念刻画了原系统经过适当的动态扩
展后可以等价于另一系统的特性．平滑输出对于轨迹生
成的问题具有重要作用，如果平滑输出ｙ（ｔ）已知，则可
以得到相应的状态ｘ和控制变量ｖ．但该方法的缺点是
其只对微分平滑系统有效，并且平滑输出不易找到．

对于ε≠ ０以及ω≠ ０的非对称欠驱动卫星
系统（１３ａ）、（１３ｂ）、（１５）、以及（１８ｃ），控制变量为
ｖ ＝［ωｄ１ 　 ωｄ２］＝［ω１ 　 ω２］，状态变量为ｘ ＝［ｗ１ 　
ｗ２ 　 ｚ　 ω３］，下面证明该系统具有微分平滑特性，
并给出一组平滑输出．选择如下输出函数

ｙ１ ＝ ２ａｒｃｔａｎ（ｗ２ ／ ｗ１）＋ ｚ （２２ａ）
ｙ２ ＝ ｚ （２２ｂ）
ｙ３ ＝ ω３ （２２ｃ）
对（２２ａ）进行求导，得到
ｙ１（１ － ｜ｗ ｜ ２）（ｙ２ － ｙ３）／ ｜ ｗ ｜ ２ － ２ｙ３ ＋ ｙ２
　 ｜ ｗ ｜ ２ ＝（ｙ２ － ｙ３）／（ｙ１ ＋ ｙ３） （２３）

同时结合（２２），可以得到

ｗ１ ＝
ｙ２ － ｙ３
ｙ１ ＋ ｙ槡３

ｃｏｓ（ｙ１ － ｙ２２ ） （２４ａ）

ｗ２ ＝
ｙ２ － ｙ３
ｙ１ ＋ ｙ槡３

ｓｉｎ（ｙ１ － ｙ２２ ） （２４ｂ）
ｚ ＝ ｙ２，ω３ ＝ ｙ３ （２４ｃ）
因此，状态变量满足ｘ ＝ ｘ（ｙ，ｙ，…，ｙ（ｑ））．同

时，卫星动力学方程（１３）和（１５）可以写为
ｗ１
ｗ２









ｚ

＝

１ ／ ２（１ ＋ｗ２１ －ｗ２２）　 　 ｗ１ｗ２
　 　 ｗ１ｗ２ 　 　 １ ／ ２（１ －ｗ２１ ＋ｗ２２）
　 　 － ｗ２ 　 　 　 　 　 ｗ









１

ω１
ω[ ]
２

＋

　

ｗ２
－ ｗ１









１

ω３ ＝ Ｆ１（ｗ）
ω１
ω[ ]
２

＋ Ｆ２（ｗ）ω３ （２５）

其中，ｗ１、ｗ２和ｚ由（２４ａ）、（２４ｂ）和（２４ｃ）分别求导
得到，为ｙ１、ｙ２、ｙ３ 及其导数的函数，当ｙ１、ｙ２、ｙ３、
ｗ１、ｗ２及其导数已知后，可以得到控制变量为

　
ωｄ１
ωｄ

[ ]
２

＝
ω１
ω[ ]
２

＝（ＦＴ１Ｆ１）－ １ＦＴ１
ｗ１
ｗ２
ｙ









２

－ Ｆ２ｙ









３ ＝

４ ／（１ ＋ ｗ２１ ＋ ｗ２２）２ ×
１ ／ ２（１ ＋ｗ２１ｗ２２）　 　 　 ｗ１ｗ２
　 　 ｗ１ｗ２ 　 　 １ ／ ２（１ｗ２１ ＋ｗ２２）
　 　 － ｗ２ 　 　 　 　 　 ｗ









１

Ｔ ｗ１
ｗ２
ｙ









２
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ｗ１









１

ｙ









３

（２６）
从而控制变量也满足ｖ ＝ ｖ（ｙ，ｙ，…，ｙ（ｑ）），因此欠
驱动卫星系统（１３）、（１５）、以及（１８ｃ）为微分平滑，
输出函数ｙｉ（ｉ ＝ １，２，３）为平滑输出．此时，可行的
再定位轨迹设计，便可以根据初始姿态［ｗ１０ 　 ｗ２０
　 ｚ０ 　 ω３０］、目标姿态［ｗ１ｆ 　 ｗ２ｆ 　 ｚｆ 　 ω３ｆ］及控制时
间ｔｆ，生成中间状态［ｗ１ｋ 　 ｗ２ｋ 　 ｚｋ 　 ω３ｋ］，其中ｋ ＝
１，２，…，ｌ，并且满足平滑输出ｙｉ（ｔｋ），其中ｉ ＝ １，２，
３．可以选择适合的平滑基函数 ｊ（ｔｋ），其中ｊ ＝ １，
２，…Ｎ，来计算ｙｉ（ｔｋ），即

ｙｉ（ｔ０）＝∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｊ（ｔ０），ｙｉ（ｔｆ）＝∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｊ（ｔｆ），

ｙｉ（ｔｋ）＝∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｊ（ｔｋ），ｉ ＝ １，２，３ （２７）

其中，ａｉｊ为待求系数．当得到平滑输出ｙｉ（ｔｋ）后，便
可以由式（２４）计算状态变量，进一步由式（２６）得
到控制变量，即再定位控制轨迹．采用勒让德多项
式作为平滑基函数，ｋ阶勒让德多项式为

Ｐｒ（ｘ）＝∑
Ｋ

ｋ ＝０
（－１）ｋ （２ｒ －２ｋ）！

２ｒｋ！（ｒ －ｋ）！（ｒ －２ｋ）！ｘ
ｒ －２ｋ （２８）

其中，Ｋ ＝ ｒ ／ ２或Ｋ ＝（ｒ － １）／ ２，为整数．式（２８）在

２５
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区间ｘ∈［－ １　 １］上为规范化勒让德多项式，由其
正交性质可知此时｛Ｐ１（ｘ），Ｐ２（ｘ），…，Ｐｒ（ｘ）｝构成
了简明的标准正交基．因此，定义

ｘ ＝ ｔ ＝ － １ ＋ ２（ｔ － ｔ０）／（ｔｆ － ｔ０） （２９）
选取前四个勒让德多项式作为基函数，即

１（ｘ）＝ １，２（ｘ）＝ ｘ，３（ｘ）＝ １ ／ ２（３ｘ２ － １），
４（ｘ）＝ １ ／ ２（５ｘ３ － ３ｘ） （３０）

将基函数（３０）代入式（２７），根据初始姿态和再定位
目标姿态得到待求系数ａｉｊ后，便可以对应不同的时
间点ｔｋ计算输出函数ｙｉ（ｔｋ），进而得到相应的状态
量，以及整个再定位控制的控制输入轨迹ωｄ１和ωｄ２ ．

４　 仿真结果及分析
结合某在研微小卫星对本文方法进行验证，惯

量矩阵为Ｉ ＝ ｄｉａｇ（［１． ０５ 　 １． １５ 　 ０． ９］）ｋｇｍ２，微
型喷气系统推力为０． ０５Ｎ，对应于ｘ、ｙ和ｚ轴上的
３对喷嘴力臂分别为± ０． ２１ｍ、± ０． １８ｍ和± ０．
１５ｍ．假设ｚ轴的一对喷嘴失效而仅仅使用ｘ和ｙ
轴的喷气进行欠驱动控制，控制周期为Ｔ ＝ ０． ５ｓ，
最小脉冲宽度τ ＝ ０． ０５ｓ．

卫星初始姿态为［ｗ１０ 　 ｗ２０ 　 ｚ０］＝［１　 －１　 ０］，
初始角速度为［ω０１　 ω２０ 　 ω３０］＝［０　 ０　 －０．１］ｒａｄ ／ ｓ；
再定位后目标姿态为［ｗ１ｆ 　 ｗ２ｆ 　 ｚｆ］＝［０　 １　 ７． ８］，
角速度为［ω１ｆ 　 ω２ｆ 　 ω３ｆ］＝［０　 ０　 ０．００１］ｒａｄ ／ ｓ，控制
时间为１００ｓ．则计算运动轨迹的平滑输出，式（２７）待
求系数ａｉｊ（ｉ ＝１，２，３；ｊ ＝１，２，３，４）为

ａｉｊ ＝
５． ５１５ ６． ９９８ － ０． ８４２ － ０． ７５４
３． ０５０ ５． １６５ ０． ８４２ － １． ２７３
－ ０． ０４９ ０． ０６１ ０． ００８ － ０．
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图２　 平滑输出和控制量
Ｆｉｇ． ２　 Ｆｌａｔ ｏｕｔｐｕｔｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

平滑输出ｙｉ（ｔｋ）以及控制输入ωｄ１、ωｄ２的结果
如图２所示．采用再定位跟踪控制律（２０），控制参
数γ取１２． ４，姿态运动结果如图３所示，再定位控

制中式（１７）的控制量ｕｉ和所需要的喷气力矩如图
４所示，整个再定位控制过程中四个喷嘴的累计喷
气时间为５７． ８ｓ．可以看出本文的方法，可以对非对
称卫星，以及ω３≠０时进行有效的再定位控制．对
于ｘ或者ｙ轴失效的情况，同ｚ轴失效情况，其运
动学方程先绕失效轴旋转角度，然后再作一次垂直
旋转，可以做类似处理．

（３ａ）　 再定位过程中姿态变化
（３ａ）　 Ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｕｒｉｎｇ ｒｅｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ

（３ｂ）　 再定位过程中角速率变化
（３ｂ）　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄｕｒｉｎｇ ｒｅｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ

图３　 再定位控制结果
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｒｅｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ

图４　 再定位控制的控制量和喷气力矩
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅ ａｎｄ ｔｈｒｕｓｔｅｒｓ ｍｏｍｅｎｔ

５　 结语
本文应用（ｗ，ｚ）参数化，针对非对称的欠驱动

卫星姿态再定位控制进行了研究，并采用ＰＷＭ微

３５
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型喷气系统进行仿真，表明了其效性． （ｗ，ｚ）通过
两次垂直的旋转来表示卫星姿态，弥补了欧拉角
（三次旋转）和四元数（一次旋转），有其独特的优
点，ｗ和ｚ参数描述的运动学方程相互解耦，给欠
驱动控制应用带来了极大方便，不仅在卫星控制，
而且在其它领域也有潜在的应用价值．
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