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受两个频率激励和皮带驱动的具有
干摩擦的振子的动力学分析

李志从　 王琪
（北京航空航天大学理学院，北京　 １０００８３）

摘要　 一个可调节速度的皮带驱动的干摩擦振子系统，设其干摩擦力大小是常值且两个激励频率是谐调
的，本文对这个简单的力学模型进行了研究，分析了Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统中可能出现的四种余维－ １ ｓｌｉｄｉｎｇ分岔并
给出数值模拟．分析表明：该系统具有极其丰富的ｓｌｉｄｉｎｇ分叉现象，较小的激励频率易引起非光滑分岔现
象．
关键词　 非光滑系统，　 余维－ １ ｓｌｉｄｉｎｇ分岔，　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统

引言
近几年来，非光滑动力系统由于其复杂的动力

学现象和特性不能通过光滑动力系统的古典理论
加以解释而被广泛研究． Ｌｅｉｎｅ根据不连续状态，
不连续的向量场及向量场的不连续的导数对非光
滑动力系统进行了一个详细的划分．由不连续的向
量场描述的系统称为Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统（如带干摩擦或
者粘弹性支撑的系统）．当非光滑系统的一个极限
环同一个同时从两边吸引的切换流形的一段区域
相交时，此类系统会出现ｓｌｉｄｉｎｇ运动．文献中研究
了Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统的一些数值算法．

在文献中，作者第一次提出了在Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统
中存在的四种可能的ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．在文献中作者给
出了他们的解析条件．无论如何，同时能出现这四
种余维－ １ ｓｌｉｄｎｇ分岔现象的例子还很少．

在本文中，研究了受两个频率激励和皮带驱动的
一个干摩擦振子的动力学特性，通过数值仿真发现在
该系统中存在这四种余维－１的ｓｌｉｄｉｎｇ分岔现象．

１　 力学模型
振子系统如图１所示． 一个物块通过一个粘

弹性元件与一个支架相连，并可在一个速度可以
连续控制的驱动皮带上运动． 物块与皮带间存在
干摩擦，物块由Ｖｏｉｇｔ模型描述． 另外，外激励通
过弹性元件作用在系统上．

图１　 干摩擦振子模型
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｄｒｙ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

其中：
Ｍ：物块质量［ｋｇ］；τ：时间［ｓ］；
Ｘ：物块坐标，其原点在平衡点处［ｍ］；
Ｘ′：ｄＸｄｔ；Ｕ１，Ｕ２：外激励的振幅［ｍ］；
Ω１，Ω２：外激励的频率［ｒａｄ ／ ｓ］；
Ｆ：物块与皮带间的摩擦力［Ｎ］；
Ｄ１：内部粘性阻尼［Ｎｓ ／ ｍ］；
Ｄ２：外部粘性阻尼［Ｎｓ ／ ｍ］；
Ｋ１：内部刚度系数［Ｎ ／ ｍ］；
Ｋ２：外部刚度系数［Ｎ ／ ｍ］；
ＶＤＲ：皮带速度［ｍ ／ ｓ］；
ｍ，ｔ，ｘ，ｘ，ｆ，ｄ１，ｋ１，ｋ２，ｖｄｒ：上述各量相应的无量

纲表达．
外部激励由两个谐频激励组成：
Ｕ（τ）＝ Ｕ１ ｓｉｎ（Ω１τ）＋ Ｕ２ ｓｉｎ（Ω２τ） （１）

设系统处于平衡状态，指的是两弹簧的力大小为零
处，则系统的动力学方程为
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ＭＸ＂ ＋（Ｄ１ ＋Ｄ２）Ｘ′ ＋（Ｋ１ ＋Ｋ２）Ｘ ＝ －Ｆｓｉｎｇ（Ｘ′ －
　 ＶＤＲ）＋Ｋ１（Ｕ１ｓｉｎΩ１τ ＋Ｕ２ｓｉｎΩ２τ）＋
　 Ｄ１（Ｕ１Ω１ｃｏｓΩ１τ ＋Ｕ２Ω２ｃｏｓΩ２τ） （２）

为了突出外激励Ｕ（ｔ）的影响，设Ｋ２Ｋ１ ．定义

ω０ ＝
Ｋ１ ＋ Ｋ２槡Ｍ ，ｔ ＝ ω０τ，ｄ１ ＝ Ｄ１Ｍω０，ｄ２ ＝

Ｄ２
Ｍω０
，

ｕ１ ＝
Ｕ１
Ｍω２０
，ｕ２ ＝ Ｕ２Ｍω２０，ｖｄｒ ＝

ＶＤＲ
ω０
，

ｆ ＝ Ｆ
Ｋ１ ＋ Ｋ２

，ω１ ＝ Ω１ω０，ω２ ＝
Ω２
ω０

（３）
则无量纲方程可以写为：

ｘ̈ ＋（ｄ１ ＋ ｄ２）ｘ ＋ ｘ∈ｕ１ ｓｉｎω１τ ＋ ｕ２ ｓｉｎω２τ ＋
　 ｄ１（ｕ１ω１ｃｏｓω１τ ＋ ｕ２ω２ｃｏｓω２τ）－
　 ｆＳｉｇｎ（ｘ － ｖｄｒ） （４）

其中ｘ ＝ ｄｘｄｔ ．

Ｓｉｇｎ（ｙ）＝
１， ｙ ＞ ０；

∈［－ １，１］， ｙ ＝ ０； ｙ∈Ｒ
－ １， ｙ ＜

{
０

（５）

假设两个外激励的频率是谐调的，即
ω２
ω１
＝ υ ＝ ＭＮ （６）

其中Ｍ和Ｎ是不可约的整数且ｆ大小是常值．

２　 动力性分析
２． １　 Ｓｌｉｐ和Ｓｔｉｃｋ运动的解

假设ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ０，可以得到Ｓｌｉｐ运动和Ｓｔｉｃｋ运
动的解析解．设初始条件为

ｘ（ｔ０）＝ ｘ０，ｘ（ｔ０）＝ ｘ０
在Ｓｌｉｐ运动阶段，系统的解是
ｘ（ｔ）＝ｆ ＋ ｕ１

１ －ω２１
ｓｉｎω１（ｔ －ｔ０）＋ ｕ２１ －ω２２ｓｉｎω２（ｔ －

　 ｔ０）＋γ１ｃｏｓ（ｔ －ｔ０）＋γ２ｓｉｎ（ｔ －ｔ０） （７）
其中：

γ１ ＝ ｘ０ ± ｆ

γ２ ＝ ｘ（ｔ０）－ ｕ１ω１１ － ω２１
－
ｕ２ω２
１ － ω２２

（８）
注意Ｅｑ．（８）中“”和Ｅｑ．（９）中“±”的上部和下
部分别对应于ｘ ＞ ｖｄｒ和ｘ ＜ ｖｄｒ的情况．

在Ｓｔｉｃｋ运动阶段，运动方程是
ｘ（ｔ）＝ ｘ０ ＋ ｖｄｒ（ｔ － ｔ０） （９）

并且一种运动的末状态做为另一种状态的初值．从

Ｓｌｉｐ运动到Ｓｔｉｃｋ运动的转换由下式决定：
ｖｄｒ ＝

ｕ１
１ω２１
ｃｏｓω１ｔ ＋

ｕ２
１ω２２
ｓｉｎω２ｔ －γ１ｓｉｎｔ ＋γ２ｃｏｓｔ． （１０）

而由Ｓｔｉｃｋ运动到Ｓｌｉｐ运动的转换由下式决定：
ｆ ＝ ｜ － ｘ０ － ｖｄｒ（ｔ － ｔ０）＋ ｕ１ｓｉｎω１ｔ ＋ ｕ２ｓｉｎω２ｔ ｜（１１）

无论如何，要得到系统的显式解比较困难，甚至大
多数情况下是不可能的． 为了揭示其动力学行为，
我们给出了系统的数值模拟．
２． ２　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统的ｓｌｉｄｉｎｇ分岔

文献［８］中，作者根据一个周期轨与切换区域
的边界相交引入了４种可能的ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．图２给
出了一个３维空间的表示，注意图中只绘出了与
ｓｌｉｄｉｎｇ区域相交的一部分轨迹．

图２　 四种可能的余维１ ｓｌｉｄｉｎｇ分岔：ｃｒｏｓｓｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ分岔；
ｇｒａｚｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ分岔；ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ分岔；ａｄｄｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ分岔
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｎｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ：

ｃｒｏｓｓｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；ｇｒａｚｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；ａｄｄｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ

３　 数值模拟
假设ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ０． ０５，ｆ ＝ ０． ５，ｕ１ ＝ ０． ３，ｕ２ ＝ ０． ２

取不同的ω１，υ或者ｖｄｒ我们给出了Ｅｑ．（４）的一些
数值结果．

固定ｖ ＝ ２：３，ｖｄｒ ＝ ０． ９，图３ － ８描述了不同的
激励下系统的相图． 所有的运动是周期的且系统
在ω１ ＝ １． ２６时从周期－ ３的运动变为周期－ ２的
运动．

图３　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ ０． ８，ω１ ＝ ０． ８２１５，ω１ ＝ ０． ８４

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ ０． ８，ω１ ＝ ０． ８２１５，ω１ ＝ ０． ８４

６４
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图３描述了上节中定义ｇｒａｚｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔
（图２ （ｂ））． 在此，对小的激励频率，物块的速度
没有达到皮带的驱动速度（图３（ａ）），即物块一直
在皮带上滑动．随着参数的变化，在ω ＝ ０． ８２１５处
系统的一部分轨迹开始与ｓｌｉｄｉｎｇ区域接触，从而
出现了ｇｒａｚｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．参数的进一步变化，
导致了ｓｔｉｃｋ运动的发生，即物块在一段时间内粘
在皮带上（图３（ｃ））．

图４　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ ０． ８５，ω１ ＝ ０． ８７７，ω１ ＝ ０． ９２

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ ０． ８５，ω１ ＝ ０． ８７７，ω１ ＝ ０． ９２

图４描述了另一种分岔ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分
岔． 一段轨迹横断穿过ｓｌｉｄｉｎｇ区域的边界，以高于
皮带的速度运动片刻后，又回到ｓｌｉｄｉｎｇ区域内（图
４．（ｂ））．而且，从图４中也可以看出，两个小环的
振幅随着ω１的增大渐渐变大，从而出现了ｇｒａｚｉｎｇ
－ ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．更有趣的是，两个较大的环都经历
了ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔且两个环都能进入到
ｓｌｉｄｉｎｇ区域，出现ｓｔｉｃｋ运动（图４（ｃ））．

从图５中可以看出其中一个环的振幅开始减
小，最终周期－ ３运动在ω１ ＝ １． ２６时被周期－ ２
运动代替（图５（ｂ））． 并且，较小的极限环发生了
ｇｒａｚｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔（图５（ｃ））．

图５　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． １８，ω１ ＝ １． ２６，ω１ ＝ １． ２７８

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． １８，ω１ ＝ １． ２６，ω１ ＝ １． ２７８

正如图５（ｃ）和图６（ａ）所示，随着ω１ 的增大
较小的极限环环进入ｓｌｉｄｉｎｇ区域的位置向左移
动，即振幅逐渐增大（图６（ｂ）），并发生了ｓｗｉｔｃ
ｈｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔（图６（ｃ））．

图６　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ４１２，ω１ ＝ １． ４２７，ω１ ＝ １． ４３７

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ４１２，ω１ ＝ １． ４２７，ω１ ＝ １． ４３７

比较图６（ｃ）和图７（ａ），较大环的振幅开始减
小，并且经历了ｇｒａｚｉｎｇ － ｓｌｉｄｎｇ分岔． 从图７（ｂ）和
（ｃ）看到系统发生了ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．

图７　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ５２，ω１ ＝ １． ６２２，ω１ ＝ １． ６４１

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ５２，ω１ ＝ １． ６２２，ω１ ＝ １． ６４１

图８　 系统的周期解
ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ７，ω１ ＝ １． ７１，ω１ ＝ １． ７３

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ ２３ ，ｖｄｒ ＝ ０． ９，ω１ ＝ １． ７，ω１ ＝ １． ７１，ω１ ＝ １． ７３

图９　 视ω１为参数物块坐标ｘ１的分岔图
（ａ）沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ｖｄｒ ＝ ０． ９，（ｂ）沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ０

Ｆｉｇ． ９　 （ａ）Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｘ１ ｖｅｒｓｕｓ ω１
ａｌｏｎｇ Ｐｉｏｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ２ ＝ ｖｄｒ ＝ ０． ９，

（ｂ）Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｘ１ ｖｅｒｓｕｓ ω１ ａｌｏｎｇ Ｐｉｏｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ２ ＝ ０

图８描绘了ｃｒｏｓｓｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔的现象．数
值模拟揭示了如果ω１ ＞ １． ７０９，物块的最大速度不
会超过皮带的驱动速度（图８（ｃ））．
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固定ｖ ＝ ２３ ，视外激励频率为参数，图９（ａ）给
出了物块位移ｘ１ 沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ｖｄｒ ＝ ０． ９的
分岔图．为了便于分析振子的分岔特性，图９（ｂ）给
出了其沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ０的分岔图．

图１０（ａ）和（ｂ）绘出了取ω１ ＝ ０． ８，ｖ为参数，
ｘ１沿不同的Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面的分岔图．结合图１１我
们看到振子的所有运动都是周期的（图． １１（ｃ，ｆ，ｇ，
ｉ））或准周期的（图． １１（ａ，ｂ，ｄ，ｅ，ｈ）），这取决于不
同的ｖ．如果ｖ ＜ ０． ８４或者ｖ ＞ １． ８８，物块的速度小
于皮带的速度并且没有ｓｔｉｃｋ运动．

图１０　 视ｖ为参数物块坐标ｘ１的分岔图
（ａ）沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ｖｄｒ ＝ ０． ９，（ｂ）沿Ｐｉｏｎｃａｒｅ截面ｘ２ ＝ ０

Ｆｉｇ． １０　 （ａ）Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｘ１ ｖｅｒｓｕｓ ｖ
ａｌｏｎｇ Ｐｉｏｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ２ ＝ ｖｄｒ ＝ ０． ９，

（ｂ）Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｘ１ ｖｅｒｓｕｓ ｖ ａｌｏｎｇ Ｐｉｏｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ２ ＝ ０

图１１　 系统的周期解ω１ ＝ ０． ８，ｖｄｒ ＝ ０． ９，
（ａ）ｖ ＝ ０． ８９９，（ｂ）ｖ ＝ ０． ９９８，（ｃ）ｖ ＝ １，（ｄ）ｖ ＝ １． ２，

（ｅ）ｖ ＝ １． ２２２，（ｆ）ｖ ＝ １． ５，（ｇ）ｖ ＝ １． ８，（ｈ）ｖ ＝ １． ９５，（ｉ）ｖ ＝ ２
Ｆｉｇ． １１　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ω１ ＝ ０． ８，
ｖｄｒ ＝ ０． ９，（ａ）ｖ ＝ ０． ８９９，（ｂ）ｖ ＝ ０． ９９８，（ｃ）ｖ ＝ １，（ｄ）ｖ ＝ １． ２，
（ｅ）ｖ ＝ １． ２２２，（ｆ）ｖ ＝ １． ５，（ｇ）ｖ ＝ １． ８，（ｈ）ｖ ＝ １． ９５，（ｉ）ｖ ＝ ２

取ｖ ＝ １． ５，ｖｄｒ ＝ ０． １，图． １２绘出了视ω１ 为参
数的ａｄｄｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔．此分岔现象与其他三种
分岔现象不同之处在于此分岔是发生在ｓｔｉｃｋ运动
过程中的．

图１２　 系统的周期解ｖ ＝ １． ５，ｖｄｒ ＝ ０． １，
（ａ）ω１ ＝ ０． ５３，（ｂ）ω１ ＝ ０． ５７，（ｃ）ω１ ＝ ０． ６２

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｖ ＝ １． ５，ｖｄｒ ＝ ０． １，（ａ）ω１ ＝ ０． ５３，（ｂ）ω１ ＝ ０． ５７，（ｃ）ω１ ＝ ０． ６２

４　 结论
从上面的分析可以看出如此简单的干摩擦振

子系统却有如此丰富的非光滑余维－ １ ｓｌｉｄｉｎｇ分
岔现象，包括ｇｒａｚｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔，ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ －
ｓｌｉｄｉｎｇ分岔，ｃｒｏｓｓｉｎｇ － ｓｌｉｄｉｎｇ分岔和ａｄｄｉｎｇ － ｓｌｉｄ
ｉｎｇ分岔． 关于此类问题的分岔分析，既可以通过
理论分析，也可以通过数值仿真找到其分岔点，而
且数值分析可以更详细地分析其动力学行为（如可
以清楚地看到系统的周期性变化）． 为了系统的稳
定，实际应用中应该考虑这些非光滑分岔现象． 如
对此系统来说，尽量取较大的激励频率和适当的
频率谐调比．
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