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多自由度Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型系统振幅增大控制

萧寒１ 　 尹小波２

（１．湖南大学力学与航空航天学院，长沙　 ４１００８２ ）（２．中南大学地学与环境工程学院，长沙　 ４１００８３）

摘要　 研究多自由度Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型非线性振动系统振幅增大的控制，设计反馈控制器，用数值方法对控制
系统的幅值进行了计算，绘制了在不同控制参数下，系统响应的时间历程曲线和极限环．研究表明通过调
整控制参数，能够增大极限环的幅值，有工程应用价值，对高维系统的分岔控制研究有一定的理论意义．
关键词　 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ系统，　 极限环，　 振幅，　 反馈控制

引言
在非线性科学中，Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ振子是一个重要

的非线性模型，它最先出现在非线性电路系统中．
后来在力学、物理、化学、声学、生命科学以及工程
科学等学科中有着广泛的应用［１ － ３］． 例如，对构造
复杂的发动机的负载扰动采用Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ混沌振
动信号系统，对该系统进行减振控制，控制策略采
用反馈闭环方法，具有明显的减振效果． Ｖａｎ ｄｅｒ
Ｐｏｌ － Ｄｕｆｆｉｎｇ方程可用来描述流体诱导的结构振
动［４］． 耦合的Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ系统在不同学科大量存
在，文献［１］研究了两个耦合的Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ系统的
稳定性和同步动力学问题． 利用耦合的Ｖａｎ ｄｅｒ
Ｐｏｌ系统来描述双极放电等离子体的振荡［５］和心
脏起搏器节点双向耦合运动［６］，能很好地揭示这些
系统的丰富的动力学特性．

研究多自由度Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型系统振幅增大的
控制，对非线性耦合的Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型系统设计反
馈控制器，通过调整控制参数，控制增大极限环的
幅值设计反馈控制器． Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ系统是自激振
动系统［７ － １０］，改变初始条件不能改变系统的振幅．
通过反馈控制来增大幅值在工程上有应用价值，
对高维系统的分岔控制研究也有一定的理论意义．

１　 耦合的ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ振子
考虑非线性耦合的两自由度ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型振子
ｘ̈ ＋ ｘ － ε１（１ － ｘ２）ｘ ＋ α１（ｘ３ － ｙ３）＝ ０
ｙ̈ ＋ ｙ － ε２（１ － ｙ２）ｙ ＋ α１（ｙ３ － ｘ３）＝{ ０

（１）

这个系统在相平面ｘ － ｘ和ｙ － ｙ上均有极限环，用
数值方法可以求得方程（１）的解． 设ε１ ＝ ０． ５，ε２ ＝
０． ５，α１ ＝ ０． ２，α２ ＝ ０． ２．系统（１）的时间历程曲线和
极限环如图１所示． 理论分析与数值计算都表明
不管初值取何值，系统的振幅值均为２．

图１　 未控制系统（１）的时间历程曲线和极限环
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ａｎｄ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ｏｆ ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ （１）

２　 极限环幅值的反馈控制
若要增大系统（１）极限环的幅值，需要设计一

个反馈控制系统来实现． 反馈控制器不改变平衡
点和分岔点的位置，未控制系统（１）变成了如下的
一个控制系统

ｘ̈ ＋ ｘ － ε１（１ － ｘ２）ｘ ＋α１（ｘ３ － ｙ３）＝ ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）
ｙ̈ ＋ ｙ － ε２（１ － ｙ２）ｙ ＋α２（ｙ３ － ｘ３）＝ ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ{ ）

（２）
令
　 ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ｋ１（ｘ － ｙ），ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ｋ２（ｙ － ｘ）（３）
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控制系统（２）变为

　
ｘ̈ ＋ ｘ － ε１（１ － ｘ２）ｘ ＋α１（ｘ３ － ｙ３）＝ ｋ１（ｘ － ｙ）
ｙ̈ ＋ ｙ － ε２（１ － ｙ２）ｙ ＋α２（ｙ３ － ｘ３）＝ ｋ２（ｙ － ｘ{ ） （４）

用数值计算方法可以求得控制系统（４）的解．将原
系统的参数和控制参数分别取为ε１ ＝ ０． ５，ε２ ＝ ０．
５，α１ ＝ ０． ２，α２ ＝ ０． ２，ｋ１ ＝ ０． ９，ｋ２ ＝ ０． ６．控制系统
（４）的极限环如图２所示，其振幅值为α１ ＝ ３． ９６，
α２ ＝ ３． ７８．这个结果比较原来的幅值２是增大了．

图２　 控制系统（４）的极限环
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ （４）

将反馈控制器设计为
ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ｋ（ｘ － ｙ），ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ０ （５）

或
ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ０，ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ｋ（ｘ － ｙ） （６）

也能增大控制系统（２）的极限环的幅值． 反馈控制
器设计得更简单一些，即

ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ｋｙ，ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ０ （７）
或

ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ０，ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ｋｘ （８）
同样能增大控制系统（２）的极限环的幅值．

类似地，反馈控制器设计为
ｕ１（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ）＝ ｋ１ ｙ，ｕ２（ｘ，ｘ，ｙ，ｙ ＝ ｋ２ ｘ （９）

控制系统（２）变为
ｘ̈ ＋ ｘ － ε１（１ － ｘ２）ｘ ＋ α１（ｘ３ － ｙ３）＝ ｋ１ ｙ
ｙ̈ ＋ ｙ － ε２（１ － ｙ２）ｙ ＋ α２（ｙ３ － ｘ３）＝ ｋ２{ ｘ

（１０）

图３　 控制系统（１０）的极限环
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ （１０）

用数值计算方法可以求得控制系统（１０）的解． 原
系统的参数不改变，这些参数和控制参数分别取
为ε１ ＝ ０． ５，ε２ ＝ ０． ５，α１ ＝ ０． ２，α２ ＝ ０． ２，ｋ１ ＝ ３． ０，ｋ２
＝ １． ０．控制系统（１０）的极限环如图３所示，其振

幅值为α１ ＝ ４． ６７，α２ ＝ ４． ３５．反馈控制器（９）有很
好的控制效果，ｋ１、ｋ２可以取很大，幅值可以控制到
较大的值，见表１．

表１　 不同控制参数下的极限环幅值
Ｔａｂｌｅ １　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ｏｎ ｖａｒｉｏｕｓ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｋ１ ｋ２ α１ α２
３ １ ４． ６７ ４． ３５
６ ２ ６． ３２ ５． ７１
９ ３ ７． ７４ ６． ８９
１２ ４ ８． ８１ ７． ８３
１５ ５ ９． ８２ ８． ７８

自由度更多的非线性耦合的ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型振
子，例如下面的系统

ｘ̈ ＋ ｘ － ε１（１ － ｘ２）ｘ ＋ α１（ｘ３ － ｙ３ － ｚ３）＝ ０
ｙ̈ ＋ ｙ － ε２（１ － ｙ２）ｙ ＋ α２（ｙ３ － ｚ３ － ｘ３）＝ ０
ｚ̈ ＋ ｙ － ε３（１ － ｚ２）ｚ ＋ α３（ｚ３ － ｘ３ － ｙ３）＝

{
０

（１１）
可以设计类似的反馈控制器来增大系统（１１）的极
限环幅值．

３　 结论
设计反馈控制器，调整控制参数，可控制非线

性耦合的多自由度Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ型系统的振幅增
大． 通过反馈控制来增大幅值可解决改变初始条
件不能改变系统振幅大小的问题，在工程上有应用
前景．
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