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旋转运动柔性梁的压电质量和刚度效应

滕悠优　 蔡国平
（上海交通大学工程力学系，上海　 ２００２４０）

摘要　 对旋转运动柔性梁的压电质量效应和刚度效应进行了研究，给出了基于经典层板理论的压电层合结
构的等效抗弯刚度．研究中考虑了大范围运动已知和未知两种情况．仿真结果显示，当压电长度很短时，压
电材料对系统动力特性的影响不大，可以忽略不计；当压电长度较长且小于梁长度的一半时，压电刚度对系
统特性有着较大影响，而压电质量的影响较小；当压电长度大于梁长度的一半时，压电质量对系统特性有着
较大影响，而压电刚度的影响较小．
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引言
随着材料科学的进步，以压电陶瓷、电（磁）流

变液和形状记忆合金为代表的智能材料在振动工
程中的应用日益广泛，而压电材料以其优异的机电
耦合性能、响应速度快、易于和结构集成等优点广
泛应用于振动主动控制．层状压电智能结构元件是
振动控制中经常采用的结构形式，其中压电材料可
通过粘贴或埋入等形式与基体结为一体．压电材料
用作作动器时，在外加控制电压作用下将产生相应
的伸缩变形以抵消外部激励引起的形变，从而达到
对结构进行主动控制的目的．

旋转运动柔性梁的结构模型在实际中有着许多
工程背景，如柔性机械臂、直升机旋翼等．因为压电
作动器可与基体结为一体，因此非常适合于存在大
范围运动的柔性构件的振动控制．然而对于微小尺
寸的柔性构件，如ＭＥＭＳ中的微尺度机械臂，压电材
料的引入会引起附加质量效应和附加刚度效应，影
响系统的动力特性．因此有必要系统地研究压电材
料的附加质量和刚度对系统动力特性的影响．

本文对旋转运动柔性梁的压电质量效应和刚
度效应进行研究．首先基于经典层板理论推导压电
层合结构的等效抗弯刚度；然后考虑压电材料的质
量效应和刚度效应，基于有限元离散方法和一次近
似模型进行数值仿真，揭示压电材料对旋转运动柔
性梁动力学特性的影响．

１　 考虑压电作动器的系统建模
旋转运动柔性梁的一次近似动力学方程可以

参考文献［１，２］，本文限于篇幅，在此不进行罗列，
重点给出压电层合结构的等效抗弯刚度的推导方
法和等效质量的处理方法．

压电效应反映了压电材料弹性与介电性之间
的耦合，也反映了机械能和电能之间的转换．在此
先定义压电陶瓷的习惯坐标轴取向：定义极化方向
为ｚ轴或３方向的正向，然后按右手法则定义垂直
于ｚ轴的两个坐标轴分别为ｘ轴或１方向、ｙ轴或２
方向，如图１所示．

图１　 压电材料坐标表示示意图
Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ＰＺＴ ｍａｔｅｒｉａｌ

以往的多数研究中，通常忽略压电材料的质量
效应和刚度效应，而只考虑它对基体梁的作动效
应，将压电作动器对基体梁的作用等效为一个集中
力矩，用Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数表示为［３］：

Ｍ ＝（ＥｂＩｂ） １２ｓ１
ｔｂ（６ ＋Ｃ）［ｈ（ｘ －ｘ１）－ｈ（ｘ －ｘ２）］ （１）
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式中，Ｅ为弹性模量，Ｉ为惯性矩，ｓ１ ＝ ｄ３１ Ｕ／ ｔｐ，Ｃ ＝
（Ｅｂｔｂ）／ Ｅｐｔｐ，下标ｂ和ｐ分别表示基体层和压电层，ｘ１、
ｘ２如图２所示，ｈ（ｘ）为Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，其表达式为：

ｈ（ｘ）＝ ０，　 ｘ ＜ ０
１，　 ｘ{ ０

（２）

图２　 压电作动器位置示意图
Ｆｉｇ． ２　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ＰＺＴ ａｃｔｕａｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ

为了揭示粘贴于柔性梁表面的压电材料对系统
动力学特性的影响，在建模时须考虑压电层的质量
效应和刚度效应．假设压电作动器与柔性梁等宽，并
在梁两侧表面均贴有压电作动器，在有限元建模时
将贴有压电材料的部分作为一个单元．贴有压电材
料的单元如图３所示，基体梁的厚度为ｈ，宽度为
ｂ，压电层厚度为ｔ，并在梁两侧各粘贴一片．

图３　 考虑压电层的单元模型
Ｆｉｇ． ３　 Ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ＰＺＴ

压电层合结构与一般的层合结构并无本质区
别，只需要将压电层作为一种横观各向同性铺层对
待即可．由于层合板的层间剪切刚度甚小，横向剪
切变形的影响不容忽视，且在分析梁的高阶振型
时，也需要考虑剪切变形的影响．一阶剪切变形理
论可计入横向剪切变形的影响，计算量小而又不失
精度，因此这里采用一阶横向剪切变形理论推导压
电层合梁的等效抗弯刚度．

一阶剪切变形理论放弃了不计横向剪切变形
的直法线假设（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ － Ｌｏｖｅ假设），而代之以瑞
斯纳的直线假设，即：变形前垂直于中面的直线变
形后仍为直线，但不垂直于变形后的中面．设变形
前垂直于中面的直线，变形时在ｘｚ和ｙｚ平面内的
转角分别为ｘ和ｙ，那么任意点的位移表示为：

ｕ ＝ ｕ０（ｘ，ｙ）－ ｚｘ（ｘ，ｙ）

ｖ ＝ ｖ０（ｘ，ｙ）－ ｚｘ（ｘ，ｙ）
ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｙ） （３）

式中，ｕ０、ｖ０ 和ｗ分别为中面上某点在ｘ、ｙ和ｚ向
的位移，式（３）含有五个广义位移ｕ０、ｖ０、ｗ、ｘ 和
ｙ，由式（３）容易得到如下所示应变关系：

εｘ
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γｘｙ
γｙｚ
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
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
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
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
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其中，
ε０ｘ ＝
ｕ０

ｘ
　 ε０ｙ ＝

ｖ０

ｙ
　 γ０ｘｙ ＝

ｕ０

ｙ
＋ ｖ

０

ｘ

χｘ ＝ －
ｘ
ｘ
　 χｙ ＝ －

ｙ
ｙ
　 χｘｙ ＝ －

ｘ
ｙ
－
ｙ
ｘ

γ０ｙｚ ＝
ｗ
ｙ
－ ｙ 　 γ

０
ｚｘ ＝
ｗ
ｘ
－ ｘ （５）

层合板的每个叠层有以下的应力应变关系［４，５］：

σｘ
σｙ
τｘｙ
τｙｚ
τ
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－
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２６ ０ ０

Ｑ
－
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－
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－

６６ ０ ０

０ ０ ０ Ｑ
－
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－
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＝
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
ｚｘ
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其中，Ｑ－ ｉｊ（ｉ，ｊ ＝ １，２，４，５，６）是经过坐标转换后的偏
轴刚度系数，将式（６）沿层合板厚度积分，有：

Ｍｘ
Ｍｙ
Ｍｘｙ
Ｑｙ
Ｑ

















ｘ

＝

Ｂ１１ Ｂ１２ Ｂ１６ Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１６ ０ ０

Ｂ１２ Ｂ２２ Ｂ２６ Ｄ１２ Ｄ２２ Ｄ２６ ０ ０

Ｂ１６ Ｂ２６ Ｂ６６ Ｄ１６ Ｄ２６ Ｄ６６ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ Ａ４４ Ａ４５
０ ０ ０ ０ ０ ０ Ａ４５ Ａ
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
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

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
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

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


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


ｚｘ

（７）
式中，Ｍｘ、Ｍｙ 和Ｍｘｙ分别为单位宽度的弯矩和扭
矩；Ｑｙ和Ｑｘ为单位宽度的剪力；Ａｉｊ（ｉ，ｊ ＝ ４，５）为横
向剪切刚度；Ｂｉｊ（ｉ，ｊ ＝ １，２，６）为拉弯耦合刚度；Ｄｉｊ
（ｉ，ｊ ＝ １，２，６）为弯曲刚度；分别表示为：

３２
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（Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ）＝ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
（σｘ，σｙ，τｘｙ）ｚｄｚ （８）

（Ｑｙ，Ｑｘ）＝ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
（τｙｚ，τｚｘ）ｄｚ （９）

（Ｂｉｊ，Ｄｉｊ）＝ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｑ
－

ｉｊ（ｚ，ｚ２）ｄｚ　 ｉ，ｊ ＝ １，２，６ （１０）

Ａｉｊ ＝ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｑ
－

ｉｊｄｚ 　 ｉ，ｊ ＝ ４，５ （１１）
对于对称层合板有Ｂｉｊ ＝０，这样使得层合板的分析大
为简化．考虑到层合梁是一维构件，引入近似条件：

Ｍｙ ＝ Ｍｘｙ ＝ Ｑｙ ＝ ０ （１２）
这样式（７）可简化为：

Ｍｘ
Ｑ[ ]
ｘ

＝
Ｄ
－

１１ ０

０ Ａ
－







５５

χｘ
γ[ ]
ｚｘ

（１３）

式中，Ｄ－ １１和Ａ－ ５５分别为单位宽度的等效抗弯刚度和
等效横向剪切刚度，且有：

Ｄ
－

１１ ＝ Ｄ１１ ＋
Ｄ１６Ｄ２６ － Ｄ１２Ｄ６６
Ｄ２２Ｄ６６ － Ｄ２６Ｄ２６

Ｄ１２ ＋

　
Ｄ１２Ｄ２６ － Ｄ１６Ｄ２２
Ｄ２２Ｄ６６ － Ｄ２６Ｄ２６

Ｄ１６ （１４）

Ａ
－

５５ ＝ Ａ５５ －
Ａ４５Ａ４５
Ａ４４

（１５）
因此对贴有压电材料的单元只考虑其等效抗弯刚
度，如下式所示：

ＥＩ ＝ ｂ Ｄ
－

１１ （１６）
本文仿真中考虑压电材料的两种效应：刚度效

应和质量效应．在系统的动力学方程中，ＥＩ用这里
的ｂ Ｄ－ １１来取代，也就是考虑了压电材料的刚度效
应．对于压电材料的质量效应，做如下处理：贴有压
电的单元上，其中的ρＡ用ρＡ取代，ρＡ为单元的平
均线密度．如柔性梁的厚度为ｈ，宽度为ｂ，密度为
ρ１，压电层厚度为ｔ，密度为ρ２，则ρＡ的具体表达如
下式所示［５］：

ρＡ ＝
ρ１ｈ ＋ ２ρ２ ｔ
ｈ ＋ ２ｔ ｂ （１７）

２　 动力学仿真
首先考虑系统大范围运动已知时的情况，该情

况即为非惯性系下的动力学问题．柔性梁结构参数
为：长度Ｌ ＝０． ９ｍ，横截面积Ａ ＝ １． ２ × １０ － ４ｍ２，截面
惯性矩Ｉ ＝４ × １０ － １１ｍ４，体积密度ρ ＝ ２． ７６７ × １０３ｋｇ ／
ｍ３，弹性模量Ｅ ＝ ６９ＧＰａ，泊松比μ ＝ ０． ３２．压电材料

结构参数为：厚度０． ５ｍｍ，密度ρ ＝ ７． ６ × １０３ｋｇ ／ ｍ３，
轴向弹性模量Ｅ ＝６３ＧＰａ，轴向弹性模量Ｅ ＝ ５４ＧＰａ，
泊松比μ ＝ ０． ３５．柔性梁固定端的中心刚体半径取
为ｒＡ ＝ ０． ０５ｍ．系统大范围运动规律取为：

θ
·
＝
ω０
Ｔ ｔ －

ω０
２π
ｓｉｎ（２πＴ ｔ），　 ０ｔＴ

ω０，{ 　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ ＞ Ｔ
（１８）

其中，Ｔ ＝ １０ｓ，ω０ ＝ ４ｒａｄ ／ ｓ．系统在ｔ ＜ １０ｓ区间加速
旋转，并且在Ｔ ＝ １０ｓ时达到角速度ω０，然后系统以
ω０为角速度进行恒速旋转运动．柔性梁在ｔ ＞ １０ｓ
后的振动呈现出一种有规律的简谐振动形式．

假设压电的一端固定在柔性梁的根部，改变其
长度，令压电材料的长度为Ｌ１，梁长度为Ｌ２，考虑
不同Ｌ１ ／ Ｌ２ 比值情况下，柔性梁的频率特性．首先
采用一次近似模型进行仿真，柔性梁的响应频率随
压电材料长度的变化规律如图４所示．可看出，当
压电长度很短时，压电材料的存在对响应频率的影
响很小，而随着压电材料长度的增加，其影响逐渐
增大．当Ｌ１ ／ Ｌ２ ＜ ０． ４时，压电材料的质量效应对系
统频率的影响很小；而当Ｌ１ ／ Ｌ２ ＞ ０． ５时，压电材料
的质量效应开始逐渐占据主导地位，使得系统的频
率开始呈现出随压电长度增长而递减的趋势，此时
如果忽略压电材料的质量效应将会导致较大误差，
甚至得到错误的结果．

图４　 频率随压电长度变化
Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＰＺＴ

然后考虑刚柔耦合动力学问题，即系统的大范
围运动是未知的和需要进行求解的，已知的是作用
在中心刚体上的外力矩，此时柔性梁的弹性振动和
系统的大范围运动相互耦合．梁和压电材料参数与
上相同．作用在中心刚体上的驱动力矩规律取为：

τ（ｔ）＝ τ０ ｓｉｎ（
２π
Ｔ ｔ），　 ０ｔＴ

０，{
　 　 　 　 　 　 ｔ ＞ Ｔ

（１９）
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其中，Ｔ ＝ ２ｓ，τ０ ＝ ０． ２Ｎｍ．仿真结果与非惯性系下
的仿真结果类似，当压电材料长度较短时，压电材
料的刚度效应占主导作用；而当压电材料较长时，
其质量效应占主导地位，如下图５所示．

图５　 频率随压电长度变化
Ｆｉｇ． ５　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＰＺＴ

３　 结论
本文对考虑压电材料影响的旋转运动柔性梁

的动力特性进行了研究，其中分别考虑了压电材料
的刚度效应和质量效应，系统运动形式分别考虑了
系统大范围运动已知和未知的两种情况．通过研究
得出以下结论：

（１）当压电长度很短时，压电材料对系统动力
特性的影响不大，可以忽略不计．

（２）当压电长度小于梁长度的一半时，压电刚
度对系统特性有着较大影响，而压电质量的影响较

小；当压电长度大于梁长度的一半时，压电质量对
系统特性有着较大影响，而压电刚度的影响较小．
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