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一类三维混沌系统的分叉及稳定性分析
王震　 毛鹏伟

（陕西科技大学理学院，西安　 ７１００２１）

摘要　 提出了一种具有三维自治常微分方程组形式的新的类Ｃｈｅｎ系统，讨论了系统的基本动力行为以及
吸引子的存在性，运用非线性系统理论和ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理分别对系统平衡点的稳定性作了研究，得到了
相关的定理．同时将系统在奇点处线性化，使得系统系数矩阵恰有一对共轭纯虚根和一个负实根，并在该平
衡点处产生一个Ｈｏｐｆ分支，然后利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法和高维Ｈｏｐｆ分支理论研究了系统的局部分叉特性，并通
过二维中心流形定理详细对Ｈｏｐｆ分叉和稳定性进行了分析和研究，获得了一些亚临界和超临界条件．最后
通过数值示例进行仿真，对文中论述进行了强有力的验证．
关键词　 Ｈｏｐｆ分叉，　 混沌系统，　 共轭Ｌｏｒｅｎｚ系统

引言
随着非线性科学的广泛应用，混沌控制已成为

一个热门的研究领域． １９６３年，Ｌｏｒｅｎｚ［１３］在一个
三维自治系统首次发现了混沌吸引子． １９９９年，
Ｃｈｅｎ ａｎｄ Ｕｅｔａ［４，５］也发现了一种和Ｌｏｒｅｎｚ系统族相
似但不同的混沌吸引子．最近，文献中［６１３］研究了
相关类非线性控制系统的Ｈｏｐｆ分叉，混沌现象，吸
引子的结构以及出现混沌的条件等有关问题．在此
基础上，本文提出了一种新的类Ｃｈｅｎ系统

ｘ′ ＝ ａ（ｙ － ｘ），ｙ′ ＝（ｃ － ａ）ｘ － ａｘｚ ＋ ｃｙ，
ｚ′ ＝ － ｂｚ ＋ ｘｙ （１）

其中ａ，ｂ，ｃ为实数，ａｂｃ≠０．和Ｔ系统［１４，１５］相比，该
系统在参数选择上有很大的容许性，因而它可表现
出更加复杂的动力行为．

１　 基本动力结构
１． １　 对称和不变性

在坐标变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ ｘ，－ ｙ，ｚ）下，Ｌｏｒｅｎｚ
和Ｃｈｅｎ系统皆具有对称性．同样，我们也很容易证
明系统（１）在相同的变换下也具有对称不变性，即
以ｚ轴为中心，对任何ａｂｃ≠０，系统是对称的．容易
看出ｚ轴自身是一种不变的流形，而且当ｔ→∞时，
系统轨迹在ｚ轴上的分量趋于原点，即曲线ｄｘｄｔ ＝

ｄｙ
ｄｔ

＝ ０，ｄｚｄｔ ＝ － ｂｚ．因此，当ａｂｃ≠０，系统（１）具有
Ｌｏｒｅｎｚ和Ｃｈｅｎ系统的对称和不变性．
１． ２　 耗散和吸引子的存在性

对于系统（１），可计算散度
ｄｉｖ（Ｖ）＝ ｘ

′

ｘ
＋ ｙ

′

ｙ
＋ ｙ

′

ｙ
＝ －（ａ ＋ ｂ － ｃ），

因此，对于所有的实数ａ和ｂ，当ａ ＋ ｂ － ｃ ＞ ０时，系
统（１）是耗散的，且具有指数衰减率

ｄＶ
ｄｔ ＝ ｅ

－（ａ ＋ ｂ － ｃ）

根据文献［１６］的理论，可以知道该系统存在一个
吸引子，且当ａ ＋ ｂ － ｃ，系统（１）是守恒的．
１． ３　 平衡点和稳定性

令ｘ′ ＝ ｙ′ ＝ ｚ′ ＝ ０，可得系统（１）的三个平衡点
为Ｏ（０，０，０），Ｅ ＋ （ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ， ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ，２ｃ － ａａ ），

Ｅ －（－ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ，－ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ，２ｃ － ａａ ）且当２ａｂｃ －
ｂａ２ ＞ ０，ａｂｃ≠０，ａ ＝ ２ｃ时，系统有唯一平衡点Ｏ（０，
０，０）．

定理１　 当２ａｂｃ － ｂａ２ ＞ ０，则（１）Ｏ（０，０，０）是
非渐进稳定的，（２）如果ｂ ＜ ０或ａ ＞ ｃ，ｂ ＞ ０或ａ ＜
ｃ，则Ｏ（０，０，０）是不稳定的．

证明：系统在Ｏ（０，０，０）点的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为
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Ｊ０ ＝
－ ａ ａ ０
ｃ － ａ ｃ ０
０ ０









－ ｂ
，其特征多项式为

（λ ＋ ｂ）（λ２ ＋（ａ － ｃ）λ ＋ ａ（ａ － ２ｃ））＝ ０
则特征值为

λ１ ＝ － ｂ，　 λ２ ＝ ｃ － ａ２ ＋ ｃ
２ ＋ ６ｃａ － ３ａ槡 ２

２ ，

λ３ ＝
ｃ － ａ
２ － ｃ

２ ＋ ６ｃａ － ３ａ槡 ２

２

那么，如果ｂ ＞０，有λ１ ＜０，且当ｃ ＜ ａ，ａ（ａ －２ｃ）＞０，
有λ２，３ ＜０，但这与条件ａｂ（２ｃ － ａ）＞ ０矛盾，因而，
平衡点Ｏ（０，０，０）不是渐进稳定的．同样在条件
２ａｂｃ － ｂａ２ ＞ ０下，当ｂ ＜ ０或ａ２ － ２ａｃ ＜ ０或ａ ＜ ｃ，
ａ２ － ２ａｃ ＞ ０，则λ１ ＞ ０或λ２ ＞ ０或λ３ ＞ ０，由微分线
性系统扰动理论可知，平衡点Ｏ（０，０，０）是不稳定
的．

证毕．
下面我们考虑系统（１）在点Ｅ ＋，Ｅ －的稳定性．

由于在变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ ｘ，－ ｙ，ｚ）下，系统具有对
称不变性，故我们仅考虑系统（１）在点Ｅ ＋处的稳
定性．作线性变化

　 ｘ^ ＝ ｘ － ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ，^ｙ ＝ ｙ － ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ，^ｚ ＝ ｚ － ２ｃ － ａａ
（２）

系统（１）变为

　 ｘ^′ ＝ ａ（^ｙ － ｘ^），^ｙ′ ＝ － ｃｘ^ ＋ ｃｙ^ － ａ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ｚ^ － ａｘ^ｚ^，

　 ｚ^′ ＝ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ｘ^ ＋ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ ｙ^ － ｂｚ^ ＋ ｘ^ｙ^ （３）
这样我们只要考虑系统（３）在Ｏ（０，０，０）的稳定性
就可得到（１）在Ｅ ＋处的稳定性．系统（３）在Ｏ（０，
０，０）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

　 Ｊ ＋ ＝

－ ａ ａ ０

－ ｃ ｃ － ａ ２ｂｃ － ｂａ槡ａ

２ｂｃ － ｂａ槡ａ
２ｂｃ － ｂａ槡ａ















－ ｂ

其特征方程为
ｆ（λ）＝ λ３ ＋（ｂ ＋ ａ － ｃ）λ２ ＋
　 ｂｃλ ＋ ４ａｂｃ － ２ｂａ２ ＝ ０ （４）

根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理，当Ｐ ＞０，Ｒ ＞０，ＰＱ － Ｒ ＞０，
其中Ｐ ＝（ｂ ＋ ａ － ｃ），Ｑ ＝ ｂｃ，Ｒ ＝ ４ａｂｃ － ２ｂａ２，方程

的根均具有负实部．
定理２　 平衡点Ｅ ＋，Ｅ －是渐进稳定的，当且仅

当ｂ ＋ ａ － ｃ ＞ ０，２ａｂｃ － ｂａ２ ＞ ０，ｃｂ２ － ｂｃ２ － ３ａｂｃ ＋
２ｂａ２ ＞ ０．

命题１方程（４）具有一个实根λ１ ＝ ２ａ（ａ － ２ｃ）ｃ

和一对共轭纯虚根λ２，３ ＝ ± ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ槡 ２ ｉ，当且
仅当ｂ ＝ ｃ

２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２
ｃ ，ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２ ＞ ０且２ａｂｃ －

ｂａ２ ＞ ０．

证明：令λ１ 是实数解，λ２，３ ＝ ± ωｉ是复数解，
则由λ１ ＋ λ２ ＋ λ３ ＝ －（ａ ＋ ｂ － ｃ）可得λ１ ＝ －（ａ ＋ ｂ
－ ｃ），又ｆ（λ１）＝ ｂ（ｃ２ ＋（３ａ － ｂ）ｃ － ２ａ２）＝ ０，则ｂ
＝ ｃ

２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２
ｃ ，代入方程（４），有

（λ２ ＋ ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２）（λ ＋ ２ａ（２ｃ － ａ）ｃ ）＝ ０ （５）

故２ａｂｃ － ｂａ２ ＞ ０，ｂ ＝ ｃ
２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２

ｃ ，ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２ ＞

０，且λ１ ＝ ２ａ（ａ － ２ｃ）ｃ ，λ２，３ ＝ ± ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ槡 ２ ｉ．

证毕．

２　 Ｈｏｐｆ分叉分析

定理３　 如果ｂ ＝ ｂ０ ＝ ｃ
２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２

ｃ ，ｃ２ ＋ ３ａｃ －
２ａ２ ＞ ０，２ａｂｃ － ｂａ２ ＞ ０，ａ ＋ ｂ － ｃ ＞ ０，则系统（１）在
Ｅ ＋处有一个Ｈｏｐｆ分叉．

证明：由方程（４）得，
λ′ｂ ＝ －

λ２ ＋ ｃλ ＋ ２ａ（２ｃ － ａ）
３λ２ ＋ ２（ａ ＋ ｂ － ｃ）λ ＋ ｂｃ

因而有
λ′ｂ（ｂ０）＝ － λ２ ＋ ｃλ ＋ ２ａ（２ｃ － ａ）

３λ２ ＋ ２ ４ａｃ － ２ａ
２

ｃ λ ＋（ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２）
和

λ ＝ ± ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ槡 ２ ｉ
那么

Ｒｅ（λ′ｂ（ｂ０））＝ － ｂ０ｃ
３

２（ｂ０ｃ３ ＋ ４ａ２（２ｃ － ａ）２）＜ ０ 和

Ｉｍ（λ′ｂ（ｂ０））＝ ｂ０槡ｃ（ｃ３ － ２ａ３ ＋ ４ａ２ｃ － ａｃ２）
２ｂ０ｃ（ｂ０ｃ３ ＋ ４ａ２（２ｃ － ａ）２）

所以，在Ｏ（０，０，０）处系统（３）有Ｈｏｐｆ分叉，则系统

７１
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（１）在Ｅ ＋处有Ｈｏｐｆ分叉．
证毕．
下面，我们分析系统（１）在Ｅ ＋处的Ｈｏｐｆ分叉．

将ｂ ＝ ｂ０代入系统（３）有
ｘ^′ ＝ ａ（^ｙ － ｘ^）

ｙ^′ ＝ － ｃｘ^ ＋ ｃｙ^ － ａ
２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ ｚ^ － ａｘ^ｚ^

ｚ^′ ＝
２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ ｘ^ ＋

２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ ｙ^ － ｂ０











 ｚ^ ＋ ｘ^ｙ^

（６）

显然，λ１ ＝ ２ａ（ａ － ２ｃ）ｃ ，λ２ ＝ ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ槡 ２ ｉ，λ３ ＝

－ ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ槡 ２ ｉ是该系统的Ｊｏｃａｂｉａｎ矩阵特征
值，相应的特征相量分别记为ｖ１，ｖ２，ｖ３，则可计算向
量α ＝ ｖ２ ＋ ｖ３２ ＝（１　 １　 ｂ０ｃ

ａ２
２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ

）Ｔ，β ＝ ｖ２ － ｖ３２ｉ ＝

（０　 ｂ０槡ｃ
ａ 　

（ｃ － ａ） ｂ０槡ｃ

ａ２
２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ

）Ｔ，对（６）作线性变换

ｘ^ ＝ Ｘ ＋ Ｚ，^ｙ ＝ Ｘ ＋ ｂ０槡ｃ
ａ Ｙ ＋

２ａ － ３ｃ
ｃ Ｚ，

ｚ^ ＝
ｂ０ｃ
ａ２Ｍ
Ｘ ＋
（ｃ － ａ） ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

Ｙ － ２Ｍｃ Ｚ （７）

其中Ｍ ＝ ２ｂ０ｃ － ｂ０ａ槡ａ ，有

　 Ｘ′ ＝
（ａ ＋ｂ０ －ｃ）ｂ０ｃ －２Ｍ２ａ２

ＬＭａ２
Ｘ ＋

ｂ０槡ｃ
ＬＭａ２
（（ａ ＋ｂ０）（ｃ －ａ）－

ＫＭａ２ －Ｍ２ａ）Ｙ ＋ １ＬＭａｃ（（ｃ（ｃ －ａ）－ＫＭａ
２ －Ｍ２ａ）×

（２ａ －３ｃ）－２Ｍ（ａＭｂ０ －ａＭ（ｃ －ａ））＋ｃ（ＫＭａ２ －

ｃ（ｃ －ａ）－Ｍ２ａ））Ｚ －ａ
２Ｍ２ ＋ｂ０ｃ（ｃ －ａ）
Ｌａ２Ｍ２

Ｘ２ ＋

５ｃ －４ａ
Ｌｃ Ｚ

２ －
（ｃ －ａ）２ ｂ０槡ｃ ＋ａＭ２ ｂ０槡ｃ

Ｌａ２Ｍ２
ＸＹ －

（ｃ －ａ）２ ｂ０槡ｃ ＋ａＭ２ ｂ０槡ｃ
Ｌａ２Ｍ２

ＹＺ －
（ｂ０ｃ２ －４ａ２Ｍ２）（ｃ －ａ）

Ｌａ２Ｍ２ｃ
ＸＺ

　 Ｙ′ ＝（Ｐ ＋Ｑ ＋Ｒｂ０ｃ
ａ２Ｍ
）Ｘ ＋（Ｑａ ｂ０槡ｃ ＋

Ｒ（ｃ －ａ）ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

）Ｙ ＋

（Ｑ（２ａ －３ｃ）－２ＭＲｃ ＋Ｐ）Ｚ ＋（ａ（４ｃ －２ａ）
Ｌｃ ｂ０槡ｃ

＋
Ｆｂ０ｃ
ａ２Ｍ
）Ｘ２ ＋

（ａ（４ｃ －２ａ）（２ａ －３ｃ）
Ｌｃ２ ｂ０槡ｃ

－２ＦＭｃ ）Ｚ
２ ＋（４ｃ －２ａＬｃ ＋

Ｆ（ｃ －ａ）ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

）ＸＹ ＋（４ｃ －２ａＬｃ ＋
Ｆ（ｃ －ａ）ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

）ＹＺ ＋

（ａ（４ｃ －２ａ）
Ｌｃ ｂ０槡ｃ

＋ａ（４ｃ －２ａ）（２ａ －３ｃ）
Ｌｃ２ ｂ０槡ｃ

＋
Ｆｂ０ｃ
ａ２Ｍ
－２ＦＭｃ ）ＸＺ

　 Ｚ′ ＝ １
Ｌａ２Ｍ
（２ａ２Ｍ２ ＋ｂ０ｃ（ｃ －ａ －ｂ０））Ｘ ＋ ｂ０槡ｃ

ＬＭａ２
（ａＭ２ ＋

（Ｌ ＋Ｋ）ａ２Ｍ－（ｂ ＋ａ）（ｃ －ａ））Ｙ ＋ １ＬＭａ（ａＭ
２ ＋ｃ（ｃ －

ａ）－（Ｌ ＋Ｋ）ａ２Ｍ＋２ａ －３ｃｃ （ａＭ
２ ＋（Ｌ ＋Ｋ）ａ２Ｍ－ｃ（ｃ －

ａ））－２Ｍｃ （ａＭ（ｃ －ａ）－ａＭｂ０））Ｚ ＋

１
Ｌ（１ ＋

ａｂ０ｃ（ｃ －ａ）
ａ２Ｍ２

）Ｘ２ ＋４ａ －５ｃＬｃ Ｚ
２ ＋槡ｂｃＬａ（１ ＋

（ｃ －ａ）２
ａＭ２

）ＸＹ ＋槡ｂｃＬａ（１ ＋
（ｃ －ａ）２
ａＭ２

）ＹＺ ＋
（ｂ０ｃ２ －４ａ２Ｍ２）（ｃ －ａ）

Ｌａ２Ｍ２ｃ
ＸＺ

其中，
Ｌ ＝
（ａｃ － ａ２）（４ｃ － ２ａ）－ ｂ０ｃ２ － ２ａ２Ｍ２

Ｍａ２ｃ
，Ｋ ＝（ｃ － ａ）（２ａ － ３ｃ）Ｍａｃ ＋ ２Ｍｃ ，

Ｐ ＝（４ｃ － ２ａ）ａＭ
２ ＋ Ｍａ２（２ａ － ３ｃ）（Ｌ ＋ Ｋ）－ ＫＭａ２ｃ － ＬＭａｃ２ ＋ ｃ（ｃ － ａ）（４ｃ － ２ａ）

ＭＬｃ ｂ０槡ｃ
，

Ｑ ＝（４ｃ － ２ａ）ａＭ
２ － Ｍａ２（２ａ － ３ｃ）（Ｌ ＋ Ｋ）＋ ＫＭａ２ｃ ＋ ＬＭａｃ２ － ｃ（ｃ － ａ）（４ｃ － ２ａ）

ＬＭｃ ｂ０槡ｃ
，

Ｒ ＝
Ｍａ（ｃ － ａ）（４ｃ － ２ａ）－ ＬＭ２ａ２ｃ － Ｍｂ０ａ（４ｃ － ２ａ）

ＬＭｃ ｂ０槡ｃ
，Ｆ ＝ － ａ２

Ｌ ｂ０槡ｃ
（Ｌ －（ｃ － ａ）（４ｃ － ２ａ）ａｃＭ ）

对上述系统在原点处应用二维局部中心流形定理，
Ｗｃｌｏｃ（Ｏ１）＝｛（Ｘ，Ｙ，Ｚ）∈ ｜ Ｚ ＝ ｈ（Ｘ，Ｙ），｜ Ｘ ｜ ＋

｜ Ｙ ｜ １｝

其中ｈ（０，０）＝ ｈ
Ｘ
（０，０）＝ ０代入Ｚ ＝ ｈ（Ｘ，Ｙ），且

假设
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Ｚ ＝ ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ ａ１１Ｘ２ ＋ ａ１２ＸＹ ＋ ａ２２Ｙ２ ＋…
令Ｘ ＝ ｗ ＋ ｕ，Ｙ ＝ ｉ（ｗ － ｕ），其中ｗ ＝珔ｕ，则从Ｚ ＝ ａ１１
Ｘ２ ＋ ａ１２ＸＹ ＋ ａ２２Ｙ

２ ＋…我们可得
Ｚ ＝ Ｎ１１ｗ

２ ＋ Ｎ１２ｗｕ ＋ Ｎ２２ｕ
２ ＋ Ｏ（｜ ｗ ｜ ３） （８）

则
Ｚ′ ＝ ２Ｎ１１ｗ

′ｗ ＋ Ｎ１２（ｗ′ｕ ＋ ｕ′ｗ）＋ ２Ｎ２２ｕ′ｕ ＋ Ｏ（｜
ｗ ｜ ３）＝ ２ ｂ０槡ｃＮ１１ ｉｗ

２ － ２ ｂ０槡ｃＮ２２ ｉｕ
２ ＋ Ｏ（｜ ｗ ｜ ３）（９）

另外，我们还可以计算

Ｚ′ ＝ （γ３Ｎ１１ ＋ δ３）ｗ２ ＋ （γ３Ｎ１２ ＋ ２δ３）ｗｕ ＋
（γ３Ｎ２２ ＋ δ３）ｕ２ ＋ ｉθ３ｗ２ － ｉθ３ｕ２ （１０）
其中γ３ ＝ ２ａ（ａ － ２ｃ）ｃ ，δ３ ＝ ａ

２Ｍ２ ＋ ｂ０ｃ（ｃ － ａ）
Ｌａ２Ｍ２

，θ３ ＝

（ｃ － ａ）２ ｂ０槡ｃ ＋ ａＭ２ ｂ０槡ｃ
Ｌａ２Ｍ２

对于系统（９）和（１０），我们比较ｗ２，ｗｕ，ｕ２ 的
系数，可得

Ｎ１１ ＝ －
Ｍａｃ３（（ｃ２ ＋ ｃａ － ａ２） ｂ０槡ｃ ＋（３ｃ３ ＋ ３ｃ２ａ － ６ｃａ２ ＋ ２ａ３）ｉ）

２（（２ａｃ － ａ２） ｂ０槡ｃ ＋（ｃ３ ＋ ３ｃ２ａ － ２ｃａ２）ｉ）（２ｃ５ ＋ ５ｃ４ａ ＋ ２５ｃ３ａ２ － ４６ａ３ｃ２ ＋ ２４ｃａ４ － ４ａ５）
Ｎ１２ ＝ －

Ｍｃ３（ｃ２ ＋ ｃａ － ａ２）
（２ｃ － ａ）２（１４ａ２ｃ２ ＋ ３ａｃ３ － １６ｃａ３ ＋ ｃ４ ＋ ４ａ４）

Ｎ２２ ＝ －
Ｍａｃ３（（ａ２ － ｃ２ － ｃａ） ｂ０槡ｃ ＋（３ｃ３ ＋ ３ｃ２ａ － ６ｃａ２ ＋ ２ａ３）ｉ）

２（（ａ２ － ２ａｃ） ｂ０槡ｃ ＋（ｃ３ ＋ ３ｃ２ａ － ２ｃａ２）ｉ）（２ｃ５ ＋ ５ｃ４ａ ＋ ２５ｃ３ａ２ － ４６ａ３ｃ２ ＋ ２４ｃａ４ － ４ａ５）
且ｈ ＝ Ｎ１１ｗ２ ＋ Ｎ１２ｗｕ ＋ Ｎ２２ｕ２，则

ｗ′ ＝ １２ ｛（θ２ － δ１ －（θ１ ＋ δ２）ｉ）－（δ１ ＋ θ２ －（θ１
－ δ２）ｉ）ｕ２ －（２δ１ ＋ ２δ２ ｉ）ｗｕ ＋（（ε２ － η１）Ｎ１２ ＋（ε１
－ η２）Ｎ１１ ｉ －（η１ ＋ ε２）Ｎ１１ －（ε１ ＋ η２）Ｎ１２ ｉ）ｗ２ｕ ＋
（β１ － α２）ｉｗ｝＋ Ｏ（｜ ｗ ｜ ３）
分别定义

ｇ２０ ＝ θ２ － δ１ －（θ１ ＋ δ２）ｉ，ｇ１１ ＝ － ２δ１ － ２δ２ ｉ，
ｇ０２ ＝（θ１ － δ２）ｉ － δ１ － θ２，
ｇ２１ ＝（ε２ －η１）Ｎ１２ ＋（ε１ －η２）Ｎ１１ｉ －（ε１ ＋η２）Ｎ１２ｉ

其中

　 δ１ ＝
ａ２Ｍ２ ＋ｂ０ｃ（ｃ －ａ）

Ｌａ２Ｍ２
，θ１ ＝（ｃ －ａ）

２ ｂ０槡ｃ ＋ａＭ２ ｂ０槡ｃ
Ｌａ２Ｍ２

，

　 ε１ ＝
（ｃ －ａ）２ ｂ０槡ｃ ＋ａＭ２ ｂ０槡ｃ

Ｌａ２Ｍ２
，

　 η１ ＝
（ｂ０ｃ２ －４ａ２Ｍ２）（ｃ －ａ）

Ｌａ２Ｍ２ｃ
，δ２ ＝ａ（４ｃ －２ａ）Ｌｃ ｂ０槡ｃ

＋
Ｆｂ０ｃ
ａ２Ｍ
，

　 θ２ ＝
４ｃ －２ａ
Ｌｃ ＋

Ｆ（ｃ －ａ）ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

，ε２ ＝４ｃ －２ａＬｃ ＋
Ｆ（ｃ －ａ）ｂ０槡ｃ
ａ２Ｍ

，

　 η２ ＝
ａ（４ｃ －２ａ）
Ｌｃ ｂ０槡ｃ

＋ａ（４ｃ －２ａ）（２ａ －２ｃ）
Ｌｃ２ ｂ０槡ｃ

＋
Ｆｂ０ｃ
ａ２Ｍ
－２ＦＭｃ

利用ｆｉｒｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［１５，１７，１８］来进行
Ｈｏｐｆ分叉分析

１（０）＝ Ｒｅ（Ｃ（０））ｂ０槡ｃ

其中Ｃ（０）＝ ｉ
２ ｂ０槡ｃ

（ｇ２０ｇ１１ －２ ｜ｇ１１ ｜ ２ － １３ ｜ ｇ０２ ｜
２）＋ ｇ２１２ ，

经过计算可得
１（０）＝ ｃａ

２ＶＴｃ ＭＧＶａ
２ ｂ０槡ｃＶＴｃ ＭＴＶａ

，

其中ＭＧ ＝
０ ＭＧ( )０ ０

，Ｖｃ ＝（１ 　 ｃ 　 …　 ｃ１３），Ｖａ ＝

（ａ１３ 　 …　 ａ　 １）Ｔ
ＭＴ ＝ ｄｉａｇ（－ １６，２２４，－ １２９６，３９２８，－ ６３８０，

４５９６，３５５，－ １５８０，－ ５９，４５９，２８５，１０５，１７，２）
ＭＧ ＝ ｄｉａｇ（４０，－ ４４０，１８７２，－ ３７６０，３１９１，１，－

１０５２，－ ３３６，３４５，１２２，１１）
由ｃ２ ＋ ３ａｃ － ２ａ２ ＞ ０ 可得（１）当ａ ＞ ０ 时，ｃ ＞
槡１７ － ３
２ ａ或ｃ ＜ －槡１７ － ３２ ａ；（２）当ａ ＜ ０时，ｃ ＞ －

槡１７ － ３
２ ａ或ｃ ＜槡１７ － ３２ ａ．

３　 数值仿真
显然，上述条件是必要的．由于系统（３）的Ｈｏｐｆ

分叉相当复杂，下面，我们仅对在直线ｃ ＝ ３４ ａ ＞０，ｃ ＝

ａ ＞０，ｃ ＝ ３２ ａ ＞０处的Ｈｏｐｆ分叉进行图例说明．

Ⅰ）ｃ ＝ ３４ ａ ＞ ０ ，有１（０）＝ 槡５６６５３２９６ １３
３２７３７０５３７ａ ＜

０，因而Ｈｏｐｆ分叉是超临界的（图１）．

Ⅱ）ｃ ＝ ａ ＞ ０，有１（０）＝ －槡２７２ａ ＜ ０，因而Ｈｏｐｆ
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图１　 ｃ ＝ ３ａ ／ ４时系统（１）的Ｈｏｐｆ分叉
Ｆｉｇ． １　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）ｆｏｒ ｃ ＝ ３ａ ／ ４

分叉是超临界的（图２）

Ⅲ）ｃ ＝ ３２ ａ ＞ ０，有１（０）＝ 槡６１５５５８ １９
４６５１９９４２ａ ＞ ０，因

而Ｈｏｐｆ分叉是亚临界的（图３）

图２　 ｃ ＝ ａ时系统（１）的Ｈｏｐｆ分叉
Ｆｉｇ． ２　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）ｆｏｒ ｃ ＝ ａ

图３　 ｃ ＝ ３ａ ／ ２时系统（１）的Ｈｏｐｆ分叉
Ｆｉｇ． ３　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）ｆｏｒ ｃ ＝ ３ａ ／ ２

４　 结论
通过复杂的数学分析，以及符号与数值计算，

我们对本文所提出的一种新的类Ｃｈｅｎ系统进行了
研究，得到了相关稳定性及分叉的一些结论．该系
统具有极其丰富的动力学行为，可以看到，当ａ ＞ ０，
系统可作变换转化成不包含典型参数的Ｃｈｅｎ系
统，ａ ＜ ０，可作变换转化成共轭Ｌｏｒｅｎｚ系统［１９］．当
然，对于这类新的混沌系统，还有许多工作要做，比
如其他的分叉研究，非线性控制的设计方法等等，
由于篇幅限制，此处讨论从略．
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