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一类离散线性切换系统的最优控制

向峥嵘　 王春芳
（南京理工大学自动化学院，南京　 ２１００９４）

摘要　 研究了一类离散线性切换系统在切换时间、切换次数固定的情况下的二次最优控制问题．利用离散
动态规划的方法，将多级决策过程分解成一系列易于求解的单级决策过程，求出最优控制序列和最优切换
序列，并给出算法．最后通过一个数值例子来说明所提出的方法的有效性．
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引言
近年来，切换系统的研究引起了极大的关注，

其在制造控制、网络控制系统等场所得到了广泛的
应用，目前已经取得了许多研究结果［１ － ２］．最近有
学者开始将目光转向切换系统的优化控制方面，翟
海峰［３］等针对分段线性混杂系统最优控制问题，采
用混杂动态规划方法，研究了混杂系统的最优控
制。张聚，李平［４］基于混杂系统的离散时间混合逻
辑动态模型，研究了混杂系统具有状态约束和控制
输入约束优化问题的混合整数二次规划（ＭＩＱＰ），
讨论了ＭＩＱＰ问题的求解步骤．尹增山［５］等研究了
一类混杂系统的最优控制问题，提出了基于可达网
络的混杂系统优化控制的动态规划方法，并给出问
题的全局最优解． Ｌｉｎｃｏｌｎ［６］用查找树的方法求解离
散时间切换线性系统的ＬＱＲ问题． Ｂｏｒｒｅｌｌｉａ［７］等用
动态规划法解决了有限时间有约束的离散时间线
性混杂系统的优化控制．

本文针对一类离散线性切换系统，研究了在切
换次数固定及切换时刻也固定的情况下的二次最
优问题．采用离散动态规划的方法，将多级决策过
程分解成一系列易于求解的单级决策过程，求出最
优控制序列和最优切换序列．最后通过一个数值例
子来说明所提出的方法的有效性．

１　 问题的描述
考虑如下离散线性切换系统
ｘ（ｋ ＋ １）＝ Ａｑ（ｉ）（ｋ）ｘ（ｋ）＋ Ｂｑ（ｉ）（ｋ）ｕ（ｋ） （１）

其中ｘ（ｋ）为离散时间状态变量；ｕ（ｋ）为系统离散时
间控制变量；ｑ（ｉ）为离散事件状态变量，ｉ表示子系
统标示．切换序列δ从０到Ｎ表示为δ ＝｛（０，ｅ０），
（ｔ１，ｅ１），…，（ｔＫ，ｅＫ）｝，其中０Ｋ ＜∞，０ｔ１…ｔＫ
Ｎ，ｔＫ是整数，ｅＫ ＝（ｑＫ － １，ｑＫ），ｉ ＝１，２，…，Ｋ．

问题１：对于系统（１），寻找切换次数Ｎ，切换
时刻ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ － １，切换序列δ以及每个子系
统中的控制输入ｕ∈Ｕ ＝｛ｕ（．）｜ ｕ（ｋ）∈ＵＲｍ，
ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ － １｝，使二次性能指标

Ｊ ＝ １２ ｘ
Ｔ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋ ∑Ｎ － １

ｋ ＝ ０
［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋

　 ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］ （２）
达到最小．其中Ｆ为ｎ × ｎ半正定常数矩阵，Ｑ（ｋ）
为ｎ × ｎ半正定矩阵，Ｐ（ｋ）为ｎ × ｎ正定矩阵，终端
时刻Ｎ是固定的．

定义１［３］：对于从ｑ′到ｑ的变迁，ｑ，ｑ′∈Ｑ，则关
于ｑ′到ｑ变迁的离散前件算子Ｐｒｅ（ｑ）定义为Ｐｒｅ
（ｑ）＝｛ｑ′ ｜ ｑ ＝ δ（ｘ，ｑ′）｝

２　 离散线性切换系统二次最优控制
基于离散动态规划思想［８］，将切换系统的二次

最优控制问题转变为多阶段决策问题． 根据最优
性原理，多级决策过程的最优策略具有这样的性
质，不论初始状态和初始决策如何，当把其中任何
一级和状态再作为初始级和初始状态时，其余的决
策对此必定也是一个最优策略．

定理１：对于问题１，切换系统（１）的最优切换
路径和最优控制策略为
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ｕ（ｋ）＝ －Ｋ（ｋ）ｘ（ｋ），　 ｋ ＝０，１，…，Ｎ －１ （３）
Ｋ（ｋ）＝［Ｒ（ｋ）＋ ＢＴｑ（ｉ）（ｋ）Ｐ（ｋ ＋ １）×
　 Ｂｑ（ｉ）（ｋ）］－１ＢＴｑ（ｉ）（ｋ）Ｐ（ｋ ＋１）Ａｑ（ｉ）（ｋ） （４）
ｑ（ｉ）＝ａｒｇ｛ ｍｉｎ

ｑ（ｉ）∈Ｐｒｅ（ｑ（ｉ＋１））
Ｊ′ｑ（ｉ）｝，ｉ ＝１，２，…，Ｋ （５）

Ｊ′ｑ（ｉ）＝ｍｉｎ
１
２ ｘ

Ｔ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋

∑
Ｎ－ｋ －１

Ｎ－ｋ
［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］ （６）

其中Ｐ（ｋ ＋ １）为满足Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解
Ｐｑ（ｉ）（ｋ）＝［Ａｑ（ｉ）（ｋ）－ Ｂｑ（ｉ）Ｋ（ｋ）］ＴＰｑ（ｉ）（ｋ ＋
　 １）［Ａｑ（ｉ）（ｋ）－ Ｂｑ（ｉ）（ｋ）Ｋ（ｋ）］＋
　 ＫＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）Ｋ（ｋ）＋ Ｑ（ｋ） （７）
证明在区间［ｔＫ，Ｎ］上，计算第Ｎ － １级每个子

系统的最优控制律：
ｕｑ（ｉ）（Ｎ － １）＝ － Ｋ（Ｎ － １）ｘ（Ｎ － １），
Ｋ（Ｎ － １）＝［ＢＴｑ（ｉ）（Ｎ － １）Ｐ（Ｎ）Ｂｑ（ｉ）（Ｎ － １）＋
　 Ｒ（Ｎ － １）］－ １ＢＴｑ（ｉ）（Ｎ － １）Ｐ（Ｎ）Ａｑ（ｉ）（Ｎ － １）

其中Ｐ（Ｎ）是下列Ｒｉｃｃａｔｉ方程的对称非负定解
Ｐ（Ｎ －１）＝［Ａｑ（ｉ）（Ｎ －１）－Ｂｑ（ｉ）（Ｎ －１）Ｋ（Ｎ －
　 １）］ＴＰ（Ｎ）［Ａｑ（ｉ）（Ｎ －１）－Ｂｑ（ｉ）（Ｎ －１）Ｋ（Ｎ －１）］＋
　 ＫＴ（Ｎ －１）Ｒ（Ｎ －１）Ｋ（Ｎ －１）＋Ｑ（Ｎ －１）

最优性能指标为：Ｊ′ｑ（ｉ）（Ｎ － １）＝ １２ ｘ
Ｔ（Ｎ － １）Ｐ（Ｎ

－ １）ｘ（Ｎ － １），然后根据ｑ（ｉ）＝ ａｒｇ｛ ｍｉｎ
ｑ（ｉ）∈Ｐｒｅ（ｑ（ｉ ＋１））

Ｊ′ｑ（ｉ）（Ｎ － １）｝确定ｑ（ｉ），进一步确定了Ｎ － １步的
最优切换序列，从而求出第Ｎ － １级最优控制输入
为ｕ（Ｎ － １）＝ － Ｋ（Ｎ － １）ｘ（Ｎ － １）． 其中

Ｋ（Ｎ －１）＝［ＢＴｑ（ｉ）（Ｎ －１）Ｐ（Ｎ）Ｂｑ（ｉ）（Ｎ －１）＋
　 Ｒ（Ｎ －１）］－１ＢＴｑ（ｉ）（Ｎ －１）Ｐ（Ｎ）Ａｑ（ｉ）（Ｎ －１）

Ｎ － １级最优性能指标为：．
Ｊ（Ｎ － １）＝ １２ ｘ

Ｔ（Ｎ － １）Ｐ（Ｎ － １）ｘ（Ｎ － １）
其中Ｐ（Ｎ）是下列Ｒｉｃｃａｔｉ方程的对称非负定解

Ｐ（Ｎ －１）＝［Ａｑ（ｉ）（Ｎ －１）－Ｂｑ（ｉ）（Ｎ －１）Ｋ（Ｎ －
　 １）］ＴＰ（Ｎ）［Ａｑ（ｉ）（Ｎ－１）－Ｂｑ（ｉ）（Ｎ－１）Ｋ（Ｎ－１）］＋
　 ＫＴ（Ｎ － １）Ｒ（Ｎ － １）Ｋ（Ｎ － １）＋ Ｑ（Ｎ － １）

同理可求得Ｎ － ２级的最优控制．由ｑ（ｉ）＝ ａｒｇ｛
ｍｉｎ

ｑ（ｉ）∈Ｐｒｅ（ｑ（ｉ ＋１））
Ｊ′ｑ（ｉ）（Ｎ － ２）｝确定ｑ（ｉ），从而进一步

确定Ｎ － ２级的最优控制输入为：ｕ（Ｎ － ２）＝ － Ｋ
（Ｎ － ２）ｘ（Ｎ － ２）和最优性能指标为：Ｊ（Ｎ － ２）＝
１
２ ｘ

Ｔ（Ｎ － ２）Ｐ（Ｎ － ２）ｘ（Ｎ － ２）． 依次类推，直到初

始阶段，即可证明定理１成立．
离散切换系统（１）的最优控制求解算法：
步骤１：由给定条件，计算最后一项每个子系

统的性能指标，由ｑ（ｉ）＝ ａｒｇ｛ ｍｉｎ
ｑ（ｉ）∈Ｐｒｅ（ｑ（ｉ ＋１））

Ｊ′ｑ（ｉ）（Ｎ
－ １）｝，求得ｑ（ｉ），从而可求得最优切换序列．
步骤２：根据式（３）和式（８），计算所有最优控

制序列ｕ（Ｎ － １）和最优性能指标Ｊ（Ｎ － １）．
步骤３：令ｋ ＝ Ｎ － ２，重复计算步骤１和步骤

２，直到ｋ ＝ ０．

３　 算例
考虑线性离散切换系统
ｘ（ｋ ＋ １）＝ Ａｑ（ｉ）ｘ（ｋ）＋ Ｂｑ（ｉ）ｕ（ｋ），　 ｉ ＝ １，２，３

其中Ａ１ ＝
１　 ２[ ]１　 ０

；Ｂ１ ＝ [ ]０１ ；Ａ２ ＝
１　 ０[ ]２　 １

；Ｂ２ ＝ [ ]１０ ；
Ａ３ ＝

１　 １[ ]１　 ２
；Ｂ３ ＝ [ ]２１ ．

系统在ｋ ＝ １，２，３时刻发生切换，求解最优控制ｕ

（ｋ）和最优切换序列δ，使性能指标Ｊ ＝ １２ ∑
３

ｋ ＝ ０
［ｘＴ

（ｋ）Ｑｘ（ｋ）＋ ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）］为最小．其中Ｑ ＝
０　 ０[ ]０　 １

；Ｒ ＝ １．

首先计算ｋ ＝ ２的最优控制律，控制输入解为：
ｕ１（３）＝ ０；ｕ２（３）＝ ０；ｕ３（３）＝ ０．性能指标Ｊ１（３）＝
０． １２５０；Ｊ２（３）＝ ０；Ｊ３（３）＝ ０． ５０００，ｑ（ｉ）＝ ａｒｇ｛
ｍｉｎ

ｑ（ｉ）∈Ｐｒｅ（ｑ（ｉ ＋１））
Ｊ′ｑ（ｉ）（３）｝，从而最优控制输入为：ｕ

（３）＝ ０，最优性能指标为：Ｊ（３）＝ ０，可以求得切
换到系统２．

类似计算ｋ ＝２时控制输入解为：ｕ１（２）＝０． ５０００；
ｕ２（２）＝ ０；ｕ３（２）＝ － １． ００００．性能指标为：Ｊ１（２）＝
１． ３７５０；Ｊ２（２）＝ ２． ００００；Ｊ３（２）＝ １． ００００．从而最优
控制输入为：ｕ（２）＝ － １． ００００，最优性能指标为
Ｊ（２）＝ １． ００００，可以求得切换到系统３．

计算ｋ ＝１时控制输入解为：ｕ１（１）＝ － １． ５０００；
ｕ２（１）＝ ０；ｕ３（１）＝ － ４． ００００．性能指标为：Ｊ１（１）＝
４． ５０００；Ｊ２（１）＝ １０． ００００；Ｊ３（１）＝ ２７． ００００．最优控
制输入为ｕ（１）＝ － １． ５０００，最优性能指标为Ｊ
（１）＝ ４． ５０００，可以求得切换到系统１．计算ｋ ＝ ０
时控制输入的解为：ｕ１（０）＝ ３． ００００；ｕ２（０）＝ ４． ００００；
ｕ３（０）＝ － ５． ００００．性能指标为：Ｊ１（０）＝ １７． ００００；

０１
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Ｊ２（０）＝２０． ００００；Ｊ３（０）＝ ４０４． ００００．最优控制输入为
ｕ（０）＝３．００００，最优性能指标为Ｊ（０）＝１７．００００．得
到整个过程的最优控制输入为ｕ（０）＝ ３． ００００，
ｕ（１）＝ － １． ５０００，ｕ（２）＝ － １． ００００，ｕ（３）＝ ０．

４　 结语
本文基于离散动态规划原理，研究了在切换次

数固定及切换时刻也固定的情况下的二次最优控
制问题，给出了最优控制序列和最优切换序列求
解方法．最后通过一个例子说明了方法的有效性步
骤．
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ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ． Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｔｈｅｏｒｙ

ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００２，１９（１）：２９ ～ ３３ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
６　 Ｂ． Ｌｉｎｃｏｌｎ，Ｂ． Ｂｅｒｎｈａｒｄｓｓｏｎ． ＬＱＲ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏ ，
２００２，４７（１０）：１７０１ ～ １７０５

７　 Ｆ． Ｂｏｒｒｅｌｌｉａ，Ｍ． Ｂａｏｔｉｃ，Ａ． Ｂｅｍｐｏｒａｄ，Ｍ． Ｍｏｒａｒｉａ． Ｄｙ
ｎａｍｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｄｉｓ

ｃｒｅｔｅ － ｔｉｍｅ ｌｉｎｅａｒ ｈｙｂｒｉｄ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００５，４１
（９）：１７０９ ～ １７２１

８　 胡寿松，王执铨，胡维礼．最优控制理论与系统．南京：
东南大学出版社，１９９４ （Ｈｕ Ｓｈｏｕｓｏｎｇ，Ｗａｎｇ Ｚｈｉｑｕａｎ，
Ｈｕ Ｗｅｉｌｉ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｎａｎｊｉｎｇ：
Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ，１９９４（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２７ Ｊｕｎｅ ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ ８ Ｏｃｔｏｂｅｒ ２００７．
Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｊｉａｎｇｓｕ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（ＢＫ２００７２１０ ）ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
ｆｒｏｍ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＡＢ９６２４８ ）

ＯＰＴＩＭＡＬ ＣＯＮＴＲＯＬ ＦＯＲ Ａ ＣＬＡＳＳ ＯＦ ＤＩＳＣＲＥＴＥ

ＬＩＮＥＡＲ ＳＷＩＴＣＨＥＤ ＳＹＳＴＥＭＳ

Ｘｉａｎｇ Ｚｈｅｎｇｒｏｎｇ　 Ｗａｎｇ Ｃｈｕｎｆａｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ，Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ　 ２１００９４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ
ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｆｉｘｅｄ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｎｕｍｂｅｒ． Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ａ ｍｕｌｔｉｓｔａｇｅ ｄｅ
ｃｉｓｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗａｓ ｄｉｓｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ，ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｆｉｎｄ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓ，ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ． Ｆｉｎａｌｌｙ，ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘ
ａｍｐｌｅ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ，　 ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ，　 ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
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