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非均匀地基上自由梁的刚体模态分析
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摘要　非均匀单参数（Ｗｉｎｋｌｅｒ）地基和双参数（Ｐａｓｔｅｒｎａｋ）地基上自由梁的刚体模态与梁体—土体间的相互作

用有关，当约束或支承不影响梁的平动和转动时，相应的刚体模态则会出现．刚体模态的频率和振型随的地基

的不均匀性和基床系数的变化而变化．基于哈密顿原理和变化运算，获得了考虑周围土体支承影响的双参数

地基梁振动特性，并分析了不均匀地基上自由梁的广义刚体模态频率及其随地基不均性的变化规律．

关键词　双参数地基，　自由梁，　刚体模态，　不均匀性

引 言

弹性地基梁在水利工程、土木工程中有着广泛

的应用，如隧道底板、地下框架结构、柱下条形基

础、路面板、机场道面板等．目前计算地基梁的横向
振动特性及反应时，一般按均质单参数梁来计算，

相关的研究有很多［１７］．关于非均匀地基上自由梁

的刚体模态的研究文献非常少见［８］，本文拟在此点

做些初浅的探讨，以期抛砖引玉．

１　地基梁刚体模态

温克尔（Ｗｉｎｋｌｅｒ）地基模型是应用最广泛的地

基模型之一，亦称为单参数地基模型．所谓温克尔
地基上的约束梁，是指梁的端部受到位移和转动约

束且这类约束与地基的存在无关．温克尔地基模型
认为地基反力正比于梁在该点的挠度，因此弹性地

基上梁振动的微分方程即为无地基梁方程附加地

基反力项［９１０］，表示如下

ＥＩ
４ｗ
ｘ４
＋ρｂｈ

２ｗ
ｔ２
＋ｋｂｗ＝ｑ （１）

式中，Ｅ为梁的弹性模量，Ｉ为梁的截面惯性矩，ｗ
为梁的挠度，ρ是梁的材料密度，ｂ和ｈ分别为梁的
截面宽度和高度，ｋ为压缩基床系数，ｑ为梁上均布
荷载．相应的振型方程为

ｄ４ｗ
ｄｘ４
－γ４Ｗ＝０，　γ４＝ω２ρｂｈＥＩ－

ｋｂ
ＥＩ （２）

式中 ，Ｗ为梁的振型函数 ．当上式中的参数γ４＝

ω２ρｂｈＥＩ－
ｋｂ
ＥＩ＝０时，可得固有频率ω＝

ｋ
ρ槡ｈ
，方程（２）

变为
ｄ４ｗ
ｄｘ４
＝０，由此可得对应振型表达式的通解：

Ｗ＝Ａ·ｘ３＋Ｂ·ｘ２＋Ｃ·ｘ＋Ｄ （３）
式中，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ均为待定系数．对于自由梁，梁两
端弯矩和剪力均为零，对应的边界条件为：

－ＥＩｄ
２ｗ
ｄｘ２ ｘ＝０＝０，　－ＥＩ

ｄ２ｗ
ｄｘ２ ｘ＝ｌ

＝０，

－ＥＩｄ
３ｗ
ｄｘ３ ｘ＝０＝０，　－ＥＩ

ｄ３ｗ
ｄｘ３ ｘ＝ｌ

＝０．

由边界条件可确定式（３）的待定系数；Ａ＝０，Ｂ＝０，
式（３）变为：

Ｗ＝Ｃ·ｘ＋Ｄ （４）

从上式可以看出，对应频率 ω＝ ｋ
ρ槡ｈ
的振型函

数Ｗ为ｘ的一次式，即梁的此阶振型为一直线，没
有产生弯曲变形，即梁作为刚体（平动和转动）参

与振动，此时的振型为刚体振型．
只有当约束对梁的刚体平动或转动不影响时，

如两端滑支均匀温克尔地基梁和梁跨中一点简支

均匀温克尔地基梁，梁才存在两种刚体模态（平动

或转动）中的一种．对于两端简支、两端弹支、两端
固支、一端简支一端弹支等同时会限制梁刚体平动

和转动的约束梁中不存在刚体模态．
非均匀地基（包括温克尔地基和双参数地基）上

自由梁或板不存在严格意义上的刚体模态，但当地基

刚度远小于梁或板的刚度时，γ４≈０，梁或板自身的变
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形在低阶模态中所占比例非常小，此时梁或板近似可

看成刚体，此类模态称之为广义刚体模态，与之对应，

前述具有严格意义的刚体模态称为狭义刚体模态．均
匀双参数地基上的自由板，由于剪切基床系数和周边

地基的影响，也不存在狭义的刚体模态（孤立双参数

地基上的自由板只存在一个平动刚体模态），但当剪

切基床系数和周边地基的影响非常小时，仍然存在广

义刚体模态，即为本文研究的刚体模态．

２　单参数地基上的自由梁

考虑一根非均匀地基上的有限长梁，如图１所
示．由于地基不均匀，导致基床系数也不均匀，温克
尔地基中表现为图１所示的弹簧刚度的离散性，实
际场地中，不均匀基床系数是一随机变量，非常复

杂．考虑到梁为有限长，且在刚体模态中作为一刚
体参与振动，现研究基床系数沿梁轴线方向呈线性

分布和曲线分布的情形．基床系数线性分布相当于
基床系数表达式是ｘ的一次函数，当基床系数呈非
线性时，基床系数表达式是ｘ的高次函数．

图１　弹性地基梁

Ｆｉｇ．１　ｂｅａｍｏｎＷｉｎｋｌｅｒｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

不失一般性，取基床系数的表达式为：

Ｋ（ｘ）＝ Ｋ
ｌ（１＋α＋β）

（１＋２αｘｌ＋３β
ｘ２

ｌ２
） （５）

式中，Ｋ—地基总刚度；α、β—确定基床系数分布特
征的常数．

当β＝０时，相当于基床系数线性分布；当 α＝
０，β＝０时，相当于基床系数线性分布中的均匀分
布．用梁左端（ｘ＝０）和右端（ｘ＝ｌ）处的挠度 ｗ１和

ｗ２两个自由度来描述刚体模态中的梁，则梁的挠
度表达式为：

ｗ（ｘ）＝（１－ｘｌ）ｗ１＋
ｘ
ｌｗ２ （６）

运用达朗贝尔原理建立地基梁的运动方程，由 ｚ方
向的力平衡和绕Ｏ点的力矩平衡，并将式（５）、（６）

代入，化简并整理成矩阵形式，得运动方程：

　Ｍ６
２　１[ ]１　２

ｗ̈１
ｗ̈{ }
２

＋ Ｋ
６０（１＋α＋β）

［Ｃ１］
ｗ１
ｗ{ }
２

＝０

　［Ｃ１］＝
２（１０＋５α＋３β）（１０＋１０α＋９β）
（１０＋１０α＋９β）　２（１０＋１５α＋１８β[ ]） （７）

式中，Ｍ—梁的总质量，Ｍ＝ｍｌ．
按α、β取值不同，分三种情况进行讨论：
（１）α＝０且 β＝０，即沿梁轴线基床系数处处

均匀时，由方程（７）求得地基梁刚体模态的两个固
有频率值和对应的两个主振型为：

ω１，２＝ λ１，槡 ２＝
Ｋ
槡Ｍ

，　ρ１，２＝
Ｗ（１，２）２

Ｗ（１，２）１
＝±１ （８）

式中，Ｗ１和Ｗ２是振型中与ｗ１和ｗ２对应的梁端振
动幅值．

（２）α≠０且 β＝０，即基床系数沿梁轴线均匀
增加或均匀减小时，地基梁刚体模态的两个固有频

率值和对应的两个主振型为：

ω１，２＝ λ１，槡 ２＝（１槡
３
３

α
α＋１）

Ｋ
槡Ｍ

ρ１，２＝
Ｗ（１，２）２

Ｗ（１，２）１
＝－２槡３

α
｜α｜

（９）

表１　基床系数线性分布时温克尔地基上自由梁

的刚体模态频率和主振型

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｍｏｄｅｓｏｆｂｅａｍｏｎＷｉｎｋｌｅｒ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｗｈｏｓｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｖａｒｉｅｓｌｉｎｅａｒｌｙ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ －０．５＜α＜０ α＝０ ０＜α

ω１（×
Ｋ
槡Ｍｒａｄ／ｓ） １＋槡３３

α
α＋槡 １

１ １－槡３３
α
α＋槡 １

ω２（×
Ｋ
槡Ｍｒａｄ／ｓ） １－槡３３

α
α＋槡 １

１ １＋槡３３
α
α＋槡 １

ρ１ － 槡２＋３ １ － 槡２－３
ρ２ － 槡２－３ －１ － 槡２＋３

图２　 频率变化曲线图

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｒｙｉｎｇｃｕｒｖｅ

由此得基床系数线性分布（β＝０）时地基梁的刚

体模态的频率和振型，见表１．可以看出，当基床系数

６５３
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完全均匀时，温克尔地基上自由梁的两阶刚体模态

具有相同的频率，不同的主振型；当基床系数线性增

加或线性减少时，地基梁的两阶刚体模态具有不同

的频率，其与地基变化率的关系如图２示，但具有确

定的主振型，即主振型只与地基线性变化的趋势（增

加或减小）有关，而与地基变化的程度无关．

（３）α≠０且 β≠０，即基床系数沿梁轴线按曲

线变化时，地基梁刚体模态的两个固有频率值和对

应的两个主振型为：

ω１，２＝ λ１，槡 ２＝
３（１０＋１０α＋１１β）２Ｃ２

３０（１＋α＋β槡 ）

Ｋ
槡Ｍ

ρ１，２＝
Ｗ（１，２）２

Ｗ（１，２）１
＝－
（１５α＋２４β）２Ｃ２

３βＣ２

Ｃ２＝ ７５α
２＋２２５αβ＋１７１β槡

２ （１０）

图３　地基基床系数分布曲线

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

取图３所示四种基床系数曲线分布的地基，相

应刚体模态的频率和振型如表２所示．可以看出，当

基床系数按曲线分布时，地基梁的两阶刚体模态取

决于基床系数曲线的形状，如顶点和曲率等．

表２　基床系数曲线分布时温克尔地基上自由梁

的刚体模态频率和主振型

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｍｏｄｅｓｏｆｂｅａｍｏｎＷｉｎｋｌｅｒ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｗｈｏｓｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｕｒｖｅｄｖａｒｉｅｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ α＝１．０
β＝－１．０

α＝１．０
β＝－０．５

α＝－１．０
β＝１．０

α＝－１．０
β＝０．５

ω１（×
Ｋ
槡Ｍｒａｄ／ｓ） ０．７７１ ０．９３０ ０．８９１ ０．８９１

ω２（×
Ｋ
槡Ｍｒａｄ／ｓ） １０．９８ １．０３４ １．１８６ １．１８６

ρ１ －２．３９６ －０．４１９ －０．１０４ －９．５８３
ρ２ －０．１０４ －９．５８３ －２．３９６ －０．４１７

３　双参数地基上的自由梁

为了弥补温克尔地基模型将连续介质简化为

离散弹簧的不足，适当考虑土体的连续性质，发展

出许多温克尔修正模型，即双参数地基模型．双参

数地基引入剪切基床系数以考虑土体间侧向的连

续性．梁在双参数地基上，除梁下地基起支承作用

以外，梁侧地基和梁端以外的地基亦起支承作用．

图４　双参数地基上的有限梁

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｅｎｇｔｈｂｅａｍｏｎｄｏｕｂｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

基于双参数地基梁理论，有如下平衡微分方程：

ＥＩｄ
４ｗ
ｄｘ４
＋Ｋｃｗ－Ｇｃ

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ｑ （１１）

式中，Ｋｃ和Ｇｃ分别是考虑梁周地基影响的综合压

缩和剪切基床系数，Ｋｃ＝ｂｋ＋２槡ｋＧ，Ｇｃ＝ｂＧ．

为使问题简化，假定研究区域内地基压缩基床

系数ｋ与剪切基床系数 Ｇ在垂直于梁轴线方向上

均为同性，在平行于梁轴线方向上具有相同的变化

规律，即压缩和剪切基床系数只与 ｘ坐标有关，而

与ｙ坐标无关．据此假设，根据双参数地基梁理论，

考虑梁侧土体影响的截面宽度为 ｂ的梁下综合基

床系数为：

Ｋｃ（ｘ）＝ｂｋ（ｘ）＋２ ｋ（ｘ）Ｇ（ｘ槡 ）

Ｇｃ（ｘ）＝ｂＧ（ｘ） （１２）

基床系数线性分布相当于基床系数表达式是

ｘ的一次函数，当基床系数呈非线性时，基床系数

表达式可表示为ｘ的二次函数．现研究基床系数按

二次曲线分布时的地基梁的刚体模态，取基床系数

沿梁轴线的表达式为：

７５３
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ｋ（ｘ）＝ Ｋ
ｌ（１＋α＋β）

（１＋２αｘｌ＋３β
ｘ２

ｌ２
）

Ｇ（ｘ）＝ Ｇ
ｌ（１＋α＋β）

（１＋２αｘｌ＋３β
ｘ２

ｌ２
） （１３）

综合基床系数为：

ｋｃ（ｘ）＝
Ｋｃ

ｌ（１＋α＋β）
（１＋２αｘｌ＋３β

ｘ２

ｌ２
）

Ｇｃ（ｘ）＝
Ｇｃ

ｌ（１＋α＋β）
（１＋２αｘｌ＋３β

ｘ２

ｌ２
）（１４）

式中，Ｋｃ＝ｂｋ＋２槡ｋＧ，Ｇｃ＝ｂＧ．

梁的挠度表达式同式（６），梁的动能Ｔ为：

Ｔ＝∫
ｌ

０

１
２ｍ
ｗｄｘ＝ｍｌ６（

ｗ２１＋ｗ１ｗ２＋ｗ
２
２） （１５）

式中，ｌ为梁的长度．

梁下土体压缩势能Ｖ１和剪切势能Ｖ２为：

Ｖ１＝∫
ｌ

０

１
２Ｋｃ（ｘ）ｗ

２ｄｘ＝
Ｋｃ

６０（１＋α＋β）
Ｃ３

Ｃ３＝（１０＋５α＋３β）ｗ
２
１＋（１０＋１０α＋

　９β）ｗ１ｗ２＋（１０＋１８α＋１８β）ｗ
２
２ （１６）

Ｖ２＝∫
ｌ

０

１
２Ｇｃ（ｘ）（

ｄｗ
ｄｘ）

２ｄｘ＝
Ｇｃ
２ｌ２
（ｗ２１－２ｗ１ｗ２＋ｗ

２
２）

（１７）

梁端以外土体压缩势能Ｖ３和剪切势能Ｖ４为：

Ｖ３＝∫
ｌ

∞

１
２Ｋｃ（ｘ）珔ｗ

２ｄｘ＋∫
∞

ｌ

１
２Ｋｃ（ｘ）珔ｗ

２ｄｘ＝

　
Ｃ４

８ｌ３（１＋α＋β）
ｗ２１＋

Ｃ５
８ｌ３（１＋α＋β）

ｗ２２（１８）

Ｖ４＝∫
ｌ

∞

１
２Ｇｃ（ｘ）（

ｄ珔ｗ
ｄｘ）

２ｄｘ＋∫
∞

ｌ

１
２Ｇｃ（ｘ）（

ｄ珔ｗ
ｄｘ）

２ｄｘ＝

　
Ｃ４

８ｌ３（１＋α＋β）
ｗ２１＋

Ｃ５
８ｌ３（１＋α＋β）

ｗ２２（１９）

珔ｗ＝
ｗ１ｅ

Ｋｃ
Ｇ槡ｃ
·ｘ　　　ｘ０

ｗ２ｅ
－
Ｋｃ
Ｇ槡ｃ
·（ｘ－ｌ）　ｘ

{ ｌ

Ｃ４＝２ｌ
２Ｋｃ－２αｌＫｃＧ槡 ｃ＋３βＧｃ

Ｃ５＝（２＋４α＋６β）ｌ
２Ｋｃ－（２α＋６β）ｌＫｃＧ槡 ｃ＋３βＧｃ

式中，珔ｗ是梁端地基挠度．

利用哈密顿原理，经变分运算，并利用分部积

分公式可得：

∫
ｔ２

ｔ１
［（
ｍｌ
３ｗ̈

２
１＋
ｍｌ
６ｗ̈

２
２＋Ｋ１１ｗ１＋Ｋ１２ｗ２）δｗ１＋

　（ｍｌ６ｗ̈
２
１＋
ｍｌ
３ｗ̈

２
２＋Ｋ２１ｗ１＋Ｋ２２ｗ２）δｗ２］ｄｔ＝０（２０）

Ｋ１１＝
（１０＋５α＋３β）Ｋｃ
３０（１＋α＋β）

＋
Ｇｃ
ｌ２
＋

　
２ｌ２Ｋｃ－２αｌＫｃＧ槡 ｃ＋３βＧｃ

２ｌ３（１＋α＋β）

Ｋ１２＝Ｋ２１＝
（１０＋１０α＋９β）Ｋｃ
６０（１＋α＋β）

－
Ｇｃ
ｌ２

Ｋ２２＝
（１０＋１５α＋１８β）Ｋｃ
３０（１＋α＋β）

＋
Ｇｃ
ｌ２
＋

（２＋４α＋６β）ｌ２Ｋｃ＋（２α＋６β）ｌＫｃＧ槡 ｃ＋３βＧｃ
２ｌ３（１＋α＋β）

可得双参数地基梁的运动方程：

Ｍ
６
２　１[ ]１　２

ｗ̈１

ｗ̈{ }
２

＋
Ｋ１１　Ｋ１２

Ｋ２１　Ｋ
[ ]

２２

ｗ１

ｗ{ }
２

＝０ （２１）

式中，Ｍ＝ｍｌ．

同理，可以得到基床系数曲线分布时双参数地

基梁刚体模态的频率和主振型．当 β＝０，即基床系

数线性分布时，可求得地基梁刚体模态的两个固有

频率值：

ω１，２＝
（ｌ２Ｋｃ＋４ｌＫｃＧ槡 ｃ＋６Ｇｃ）

ｌ２Ｍ
槡
３Ｃ槡 ６

２αｌ２槡 Ｍ

Ｃ６＝α
２ｌ４Ｋ２ｃ＋３６（４α

２＋６α＋３）Ｇ２ｃ＋

　１２α２ｌ３Ｋｃ ＫｃＧ槡 ｃ＋１２（５α
２＋２α＋１）ｌ２ＫｃＧｃ＋

　７２（２α２＋２α＋１）ｌＫｃＧ槡 ｃＧｃ （２２）

由此，可得对应的两个主振型：

ρ１，２＝
Ｗ（１，２）２

Ｗ（１，２）１
＝－

Ｍ
３λ１，２－Ｃ７

Ｍ
６λ１，２－（

Ｋｃ
６－
Ｇｃ
ｌ２
）

Ｃ７＝
（α＋２）Ｋｃ
６（α＋１）

＋ １
ｌ２（α＋１）

（ｌＫｃＧ槡 ｃ＋Ｇｃ） （２３）

当α＝０且β＝０，即沿梁轴线基床系数处处均

匀时，两个固有频率值：

ω１，２＝ λ１，槡 ２＝ １＋
４２
ｌ
Ｇｃ
Ｋ槡ｃ
＋６６
ｌ２
Ｇｃ
Ｋ槡 ｃ

Ｋｃ
槡Ｍ

＝

８５３



第４期 张望喜等：非均匀地基上自由梁的刚体模态分析

　 Ｃ槡 ７
ｂＫ＋２槡ＫＧ
槡 Ｍ ＝ Ｃ槡 ８

Ｋ
槡Ｍ

Ｃ７＝１＋
４２
ｌ

ｂＧ
ｂＫ＋２槡槡 ＫＧ

＋６６
ｌ２

ｂＧ
ｂＫ＋２槡ＫＧ

Ｃ８＝（ｂ＋２ λ槡 Ｇ）＋

　４２ｌ ｂλＧ（ｂ＋２ λ槡 Ｇ槡 ）＋６６
ｌ２
ｂλＧ （２４）

式中，λＧ为地基剪切基床系数Ｇ与压缩基床系数ｋ

之比，λＧ＝Ｇ／ｋ．

由此，可得对应的两个主振型：

ρ１，２＝
Ｗ（１，２）２

Ｗ（１，２）１
＝－

Ｍ
３λ１，２－Ｋ１１
Ｍ
６λ１，２－Ｋ１２

＝±１ （２５）

可以看出，均匀双参数地基上自由梁的刚体模

态的两个固有频率除和地基压缩基床系数及梁的

总质量有关外，还和地基剪切基床系数与地基压缩

基床系数之比以及梁的总长度有关，但主振型不

变，同均匀温克尔地基．

图５　梁长为５ｍ时频率—基床系数比曲线

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏλＧ

ｒｅｌａｔｉｏｎａｌｃｕｒｖｅｗｈｅｎｔｈｅｗｈｏｌｅｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｂｅａｍｉｓ５ｍｌｏｎｇ

图５和图６是截面宽度为单位宽度（ｂ＝１）时

双参数地基上自由梁的频率变化曲线．从图 ４可

知，随着剪切基床系数与压缩基床系数之比不断加

大，均匀双参数地基梁的刚体模态频率增加，当基

床系数比为零时，即相当于温克尔地基，实际土体

的剪切基床系数总会大于零，因此按温克尔地基梁

计算得到的刚体模态偏低．从图５可知，在地基总

压缩刚度和梁总质量之比不变的情况下，随着梁总

长度的加大，均匀双参数地基梁的刚体模态频率不

断减小，但趋势越来越平缓．

图６　λＧ为０．２５时频率—梁总长度曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｈｏｌｅｌｅｎｇｔｈｏｆ

ｔｈｅｂｅａｍｒｅｌａｔｉｏｎａｌｃｕｒｖｅｗｈｅｎｔｈｅｒａｔｉｏｎλＧｉｓ０．２５

４　结论

当约束不影响梁的刚体平动或转动时，梁的平

动或转动刚体模态就会出现．不均匀地基梁不会出

现严格意义上的刚体模态．当地基的刚度远小于梁

的刚度时，地基梁会出现广义刚体模态，即本文研

究的刚体模态．

当压缩基床系数均匀时，单参数地基自由梁两

阶刚体模态的频率是相同的，但振型不相同．当压

缩基床系数沿梁轴线线性增加或减小时，单参数地

基自由梁两阶刚体模态的频率是不相同的，但频率

是相同的和确定的．当压缩基床系数非线性分布

时，单参数地基自由梁的刚体模态特性依赖于压缩

基床系数分布的形状．

非均匀双参数地基上自由梁的刚体模态与压

缩基床系数ｋ、梁的总质量 Ｍ、剪切基床系数 Ｇ、基

床系数 Ｇ／ｋ和梁的总长 ｌ有关．基床系数 Ｇ／ｋ越

大，非均匀双参数地基上自由梁的刚体模态的频率

越高．当地基总压缩刚度和梁总质量之比不变时，

随着梁总长度的加大，均匀双参数地基梁的刚体模

态频率不断减小，但趋势越来越平缓．
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