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集中荷载作用下悬索的主共振分析

陈自力　邓瑞基
（中南林业科技大学土木建筑与力学学院，长沙　４１０００４）

摘要　针对集中荷载作用下两端固定悬索在集中荷载点外激励作用下悬索系统发生的强迫振动，研究了激

励频率接近悬索主共振频率时，系统产生的主共振．采用多尺度法，得到了各阶振型的主共振分叉图和主共

振分叉点的解析解．通过实例计算，得到了悬索的各阶振型的线性频率与集中荷载以及集中荷载的位置关

系，还得到了各阶振型的主共振分叉图和各阶振型的主共振点相平面图．

关键词　伽辽金法，　多尺度法，　非线性振动，　分叉条件，　悬索

引 言

悬索的共振现象，是比较经典和工程实际中很

关心的问题．但是，目前工程实际中采用的悬链理论
和柔索理论只是用于分析悬索的稳态构型，没有考

虑悬索的动力学行为．伴随着偏微分方程理论的发
展，十八世纪 ｄ＇Ａｌｅｍｂｅｒｔ、Ｅｕｌｅｒ、伯努利和拉格朗日就
张紧弦的振动进行了许多研究，并提出了弦的基本

振动理论．１８２０年Ｐｏｉｓｓｏｎ推导了悬索的运动方程，
随后Ｒｏｈｒｓ获得了不可伸压缩悬索小振动的自振频
率的近似解和解析解［１］．在二十的世纪中叶，随着
Ｐｕｇｓｌｅｙ［２］、Ｓａｘｏｎ和Ｃａｈｎ［３］对均匀无伸张索的面内
振动的详细研究，悬索动力学得到了重新发展．Ｌｕ
ｏｎｇｏ［４］应用多尺度法研究了具有几何非线性的水平
悬索的非线性单频振动．文献［５］研究了面内模态的
主共振问题．Ｒａｏ和 Ｉｙｅｎｇａｒ［６］以及李和Ｐｅｒｋｉｎｓ［７］采
用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，分析了谐波激励下系统的一阶面
内模态，讨论了其一阶分叉现象．张伟［８］对悬索的参

数激励非线性振动问题进行了深入的全局非线性动

力学分析．金栋平、胡海岩［９］研究了横向流体激励下

行进索的非线性运动特征．对于桥梁斜拉索的研究，
许多作者［１０］有过深入研究，而对于工程索道中运用

的有集中荷载作用的悬索，目前研究较少．
对于集中荷载作用下的悬索，更重要的是分析

悬索上集中荷载对共振频率的影响，即研究集中荷

载作用下的悬索以及荷载本身的共振问题．这也是
工程索道中悬索区别于其它用途悬索的关键所在．

本章考虑集中荷载和悬索自重的影响，研究了

集中荷载作用下悬索的面内振动的主共振，得到了

主共振分叉点的解析解．通过实例计算，得到了各
阶振型的主共振分叉图和主共振点相平面图．

１　基于悬索静态挠曲线的悬索平面非线性
动力学方程

文献［１１］从弦的非线性方程出发，考虑运动
集中荷载和悬索自重及悬索运动速度的影响，对于

如图１（ａ）所示悬索．在某一时刻取运动悬索中任
意截取一微段，如图１（ｂ）所示，长为 ｄｓ．通过对微
段的分析，考虑参数激励，取边界条件为

图１　悬索分析模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｃａｂｌｅｓｙｓｔｅｍ

ｕ＝ｕ０，　　　　当ｘ＝０

ｕ＝ｕ０＋ｌＰ（ｔ），　当{ ｘ＝ｌ
（１）
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其中ｕ为悬索Ｆ点沿ｘ方向位移，ｕ０为悬索沿ｘ方
向的速度（设为常数）．

得到了集中荷载作用下悬索的面内运动非线

性控制方程．

　ｖｔｔｃ
２
２ｖｘｘ＋２μｖｔ＝ｃ

２
１Ｐｖｘｘ＋

ｃ２１
２ｌｖｘｘ∫

ｌ

０
ｖ２ｘｄｘ＋ｇ（ｘ，ｔ） （２）

式中，ｖ为悬索Ｆ点沿ｙ方向位移，μ为阻尼系数，ｇ
（ｘ，ｔ）为外激励函数．ｃ１和 ｃ２为悬索纵向弹性波和
横向弹性波速度，定义为

ｃ２１＝
Ｅ
ρ
，ｃ２２＝

Ｎ０
ρＡ
＝
σ０
ρ

（３）

其中，Ｅ为悬索弹性模量，Ｎ０为悬索预张力，σ０为悬
索预张应力，ρ为悬索密度，Ａ为悬索初始横截面积．
设

ｖ＝ｖｓ＋υ （４）

其中，ｖｓ为悬索在自重作用下沿 ｙ方向的静态挠
度．υ为悬索自重以外的其它外力因素引起的悬索
沿ｙ方向的挠度．

将（４）式代入（２）式整理后，得

　υｔｔ－（ｃ
２
２＋
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２ｌ∫

ｌ

０
（ｖｓ）

２
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１Ｐ（ｖｓ＋υ）ｘｘ＋

ｃ２１
２ｌυｘｘ∫

ｌ

０
（２（ｖｓ）ｘυｘ＋

υ２ｘ）ｄｘ＋
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对于静止悬索，由文献［１１］，有

ｄｓ１－ｄｘ＝［１＋ｖ
２
ｓ］

１
２ｄｘ－ｄｘ≈１２（ｖｓ）

２
ｘ （６）

所以

ｃ２２０ ＝ｃ
２
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式中，ｓ１为悬索静态曲线，Ｔ１为悬索静态曲线平均
拉力．所以若只研究面内运动，不考虑悬索的面外
运动，（５）式化为
　υｔｔ－ｃ

２
２０υｘｘ＋２μυｔ＝ｇ（ｘ，ｔ）＋ｃ

２
２（ｖｓ）ｘｘ＋ｃ

２
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２
ｘ）ｄｘ （８）

式（８）即基于悬索静态挠曲线的悬索平面非线性
动力学方程．

２　伽辽金方法分析

对于集中荷载作用下的两端固定悬索，如果集

中荷载作用点有外激励Ｆ作用，则外激励函数可以
写为

　ｇ（ｘ，ｔ）＝１
ρＡ
（δ（ｘ－ｘｄ）（Ｍｇ×ｃｏｓβ－Ｍｖｄｔｔ＋Ｆ）＋Ｑｙ）（９）

其中Ｍ为集中荷载质量，Ｑｙ为悬索沿 ｘ轴单位长
度重量（设均匀分布），δ为笛瑞克函数，Ｆ为集中
荷载作用点处外激励函数．ｘｄ为集中荷载点坐标，
ｖｄｔｔ为集中荷载点加速度．

如果只研究悬索的面内振动，将方程（９）代入
方程（８），有

　υｔｔ－ｃ
２
２０υｘｘ＋２μυｔ＝

１
ρＡδ
（ｘ－ｘｄ）（Ｍｇ×ｃｏｓβ－ＭｖＭｔｔ＋

Ｆ）＋
Ｑｙ
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２
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对于没有集中荷载作用的静止悬索，υ＝０，（１０）式
化为

Ｑｙ
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＋ｃ２２υｘｘ＋
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２ｌ（ｖｓ）ｘｘ∫
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将（１１）式代入（１０）式，有
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采用伽辽金方法对（１２）式进行求解．设

υ＝ｌ∑
∞

ｎ＝１
ε
１
２ζｎ（ｔ）ｓｉｎ

ｎπｋ
ｌ （１３）

式中 ε
１
２为一个量级为运动幅值的无量纲小量．将

方程（１３）代入方程（１２），并利用模态的正交性，我
们得到
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ｍπｘ
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１
２
∫
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０
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ｓｉｎｎπｘｌｄｘπ
２∑
∞

ｍ＝１
ｍ２ζ２ｍ（ｔ）］ （１４）

３　主共振多尺度法求解

如果在集中荷载点有外激励作用，系统发生强

迫振动．激励频率接近悬索主共振频率时，系统产
生主共振．若悬索两端固定，Ｐ＝０，采用多尺度法
求解．设

２Ｆ
ρＡｌ２槡ε

ｓｉｎ
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ρＡｌ２槡ε
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ｌｓｉｎΩｔ＝

　２εｋｎｓｉｎΩｔ （１５）
式中，Ω＝ωｓ＋εσ．若ｓ固定，（１４）式化为

　（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
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∞
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ｃ２１
２ｌ２
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２∑
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式中，Γ＝ｃ２１（
ｎπ
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２
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设

ζｎ＝ζｎ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εζｎ１（Ｔ０，Ｔ１）＋… （１８）
式中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．将（１８）式代入方程（１６），有
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式中Ｄ０＝／Ｔ０，Ｄ１＝／Ｔ１．令 ε相同幂次的系数
相等，所以

ε０阶为

（１＋２Ｍ
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对于方程（２０），设
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ｌ槡
）

．ｃｃ表示其左边

项的共轭复数．将（２２）式代入（２１）式，有
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２Ａｎ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｎＴ０）［∑

∞

ｍ＝１
（
ｍπ
ｌ）
２×

（Ａｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｎＴ０）＋Ａ
－
ｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉωｍＴ０））

２＋

Φ（∑
∞

ｍ＝１，ｍ≠ｎ
（－ω２ｍＡｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｍＴ０））ｓｉｎ

ｍπｘｄ
ｌ）ｓｉｎ

ｎπｘｄ
ｌ＋

２
ｌ２
ｃ２１κｎ１∑

∞

ｎ＝１
κｍＡｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｍＴ０）＋Φ１ｓｉｎ

ｎπｘｄ
ｌ＋

ｃ２１
２ｌ２
κｍ１×

π２∑
∞

ｍ＝１
ｍ２（Ａｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｍＴ０））

２－２ｋｎｓｉｎΩｔ＋ｃｃ｝ （２３）

由（２３）式可以发现，如果

　｛（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｎπｘｄ
ｌ）２ｉωｎＡ

′
ｎ＋２μｎｉωｎＡｎ＋２Ψｎ

２×

Ａｎ（
π
ｌ）

２∑
∞

ｍ＝１
ｍ２（ＡｍＡ

－
ｍ）＋Ψｎ

４（
π
ｌ）

２Ａ－ｎＡ
２
ｎ＋

２５３
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２
ｌ２
ｃ２１κｎ１κｎＡｎ｝＋δｎｓｋｎｉｅｘｐ（ｉσＴ１）＝０ （２４）

则ζｎ１中不存在永年项．
引进复数的极坐标形式：

Ａｎ＝
１
２ａｎｅｘｐ（ｉαｎ） （２５）

将（２５）式代入（２４）式，并将实部和虚部分开，有

（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｎπｘｄ
ｌ）ωｎａ

′
ｎ＋μｎωｎａｎ＋

　δｎｓｋｎｃｏｓ（υｎ）＝０ （２６）

　－（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｎπｘｄ
ｌ）ωｎ（ａ

′
ｎａｎ）＋

１
４Ψｎ

２ａｎ（
π
ｌ）
２×

∑
∞

ｍ＝１
（ｍ２ａ２ｎ）＋

１
８Ψｎ

４（
π
ｌ）
２ａ３ｎ＋

１
ｌ２
ｃ２１κｎ１κｎａｎ－

δｎｓｋｎｓｉｎ（υｎ）＝０ （２７）
式中

ｖｎ＝σＴ１－αｎ，ε
－３２（
１
ｌ２
Ｆ）＝ｋｎ，εμｎ＝μ （２８）

对于稳态解，ａｎ和 υｎ都是常数，（２６）式可以
改写为：

μｎωｎａｎ＋δｎｓｋｎｃｏｓ（υｎ）＝０ （２９）
从（２９）式可以看出：若 ｎ≠ｓ，ａｎ＝０．所以，对

于所有ａｎ≠０，ｎ＝ｓ．此时，（２６）、（２７）式化为

　（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｓπｘｄ
ｌ）ωｓａ

′
ｓ＋μｓωｓａｓ＋ｋｓｃｏｓ（υｓ）＝０ （３０）

　－（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｓπｘｄ
ｌ）ωｓ（ａ

′
ｓａｓ）＋

１
４Ψｓ

４ａ３ｓ（
π
ｌ）

２＋

１
８Ψｓ

４（
π
ｌ）
２ａ３ｓ＋

１
ｌ２
ｃ２１κｓ１κｓａｓ－ｋｓｓｉｎ（υｓ）＝０ （３１）

上式中，ａｎ是ε的函数．
对于稳态平面运动，（３０）、（３１）式化为

μｓωｓａｓ＋ｋｓｃｏｓ（υｓ）＝０ （３２）

　－（１＋２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｓπｘｄ
ｌ）ωｓ（σａｓ）＋

１
４Ψｓ

４（
π
ｌ）

２ａ３ｓ＋

１
８Ψｓ

４（
π
ｌ）
２ａ３ｓ＋

１
ｌ２
ｃ２１κｓ１κｓａｓ－ｋｓｓｉｎ（υｓ）＝０ （３３）

利用（３２）式，可以求得νｓ．若无阻尼，μｓ＝０，解得

νｓ＝±
π
２ （３４）

令

ε－１／２ｂｓ＝ａｓ， （３５）
式（３３）化为

　３ｋ１ｂ
３
ｓ＋ｋ２Δｂｓ＋ｋ３ｂｓ－

Ｆ０
ρＡｌ２
ｓｉｎ
ｓπｘｄ
ｌｓｉｎ（υｓ）＝０ （３６）

式中，ｂｓ，Δ，Ｈ为与ε无关的独立参数．其中

　Δ＝Ω－ωｓ，ｋ１ ＝
１
８Ψｓ

４（
π
ｌ）

２，

ｋ２ ＝－（１＋
２Ｍ
ρＡｌ
ｓｉｎ２
ｓπｘｄ
ｌ）ωｓ，

ｋ３ ＝
ε
ｌ２
ｃ２１ｋｓ１ｋｓ＝－

１
ｌ２
ｓπ
ｌｃ
２
１∫
ｌ

０
（ｖｓ）ｘｘ×

　ｓｉｎｓπｘｌｄｘ∫
ｌ

０
（（ｖｓ）ｘｃｏｓ

ｓπｘ
ｌ）ｄｘ （３７）

由（３６）式通过数值求解即可得到ｂｓ－Δ图形．
算例　设有水平悬挂悬索，长 ｌ＝１００ｍ，悬索

直径ｄ＝２８ｍｍ，单位长度重量２．８５５ｋｇ，弹性模量Ｅ
＝２３０×１０９Ｐａ，悬索上集中荷载 Ｍ＝１００ｋｇ，悬索初
始张力Ｔ＝２００×１０３Ｎ，在集中荷载点（中点）外激
励函数为Ｆ＝Ｆ０ｓｉｎΩｔ＝１０００ｓｉｎΩｔ．
１）通过数值计算，由（３７）式求得各阶振型的

主共振分叉图（１，２，３，４阶），如图２所示．

图２　主共振分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｇｒａｐｈｉｃｓ

２）通过符号－数值计算，得到各阶振型的主共
振点相平面图，如图３所示．

图３　主共振点相平面图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｌａｎｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔ

从算例看出：集中荷载作用下的悬索当激励频率

３５３
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接近悬索各阶振型主共振频率时，系统产生主共振．

４　结论

针对集中荷载作用下两端固定悬索在集中荷

载点外激励作用下悬索系统发生的强迫振动，本文

研究了激励频率接近悬索主共振频率时，系统产生

的主共振．
１）采用多尺度法，得到了各阶振型的主共振分

叉图和主共振分叉点的解析解；

２）通过实例计算，得到了悬索的各阶振型的线
性频率与集中荷载以及集中荷载的位置关系，得到

了各阶振型的主共振分叉图和各阶振型的主共振

点相平面图．
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