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摘要　利用哈密顿系统生成函数的性质求解ＬＱ终端控制问题，并给出了相应的数值方法．针对现有文献中

此类问题的最优控制律在终端时刻存在无穷大增益的情况，利用第二类生成函数的性质求解哈密顿系统两

端边值问题并构造了无终端奇异性的时变最优控制律．然后根据哈密顿系统状态的正则变换性质导出了求

解生成函数系数矩阵微分方程和计算时变控制律的矩阵递推格式．最后用所提出的方法研究了以能量均衡

消耗为约束条件的卫星编队重构问题，设计了符合要求的闭环控制系统并给出了数值仿真结果．

关键词　最优控制，　生成函数，　哈密顿系统，　编队重构，　卫星

引 言

ＬＱ控制是多变量线性系统最优控制的基本方
法，其中ＬＱ调节器（ＬＱＲｅｇｕｌａｔｏｒ）的应用最为广
泛．但是某些系统的最优控制则需要通过设计 ＬＱ
终端控制器（ＬＱＴｅｒｍｉｎａｌＣｏｎｔｒｏｌｌｅｒ）来实现，例如
导弹拦截［１］、机械臂定位［２］、卫星编队重构等［３］．
根据系统终端状态约束的不同，可以将 ＬＱ终端控
制分为“软终端约束”（ｓｏｆｔｔｅｒｍｉｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，
ＳＴＣ）和“硬终端约束”（ｈａｒｄｔｅｒｍｉｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，
ＨＴＣ）两类［１］．与 ＬＱ调节器问题不同，定常系统
ＬＱ终端控制问题的控制律是随时间变化的．设计
ＬＱ终端控制器的方法包括 Ｒｉｃｃａｔｉ变换方法［１］，解

析方法［３］［４］，及最近提出的生成函数方法［５］等．但
是，上述文献中所得到的硬终端约束时变控制律在

末端时刻的反馈增益矩阵为无穷大，因此不得不在

末端时刻前的一小段时间内采用开环最优控制，文

献［１］将这小段时间称为“ｂｌｉｎｄｔｉｍｅ”．
构造ＬＱ终端控制问题的控制律不仅需要求

解矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程，还要求解另外两个与之
耦合的矩阵微分方程组，通常可以利用 Ｒｕｎｇｅ－
Ｋｕｔｔａ法及文献［４］中所介绍的变量代换方法等求
解这类微分方程组．但是，利用哈密顿系统的正则
变换性质可以构造更为精确和简洁的数值算法，基

于最优控制和结构力学模拟关系的精细积分方法

就属于这类方法［６］．文献［６］中所定义的混合能函

数与本文中所讨论的第二类生成函数是一致的．
基于文献［５］的方法，本文利用分析力学中哈

密顿系统的生成函数来求解 ＬＱ终端控制问题，但
是本文利用的是第二类生成函数而不是文献［５］
所采用的第一类生成函数，并因此而避免了文献

［５］中控制增益在终端时刻变成无穷大的情况．需
要指出的是，通过 Ｒｉｃｃａｔｉ变换也可以得到不存在
无穷大反馈增益矩阵的时变控制律，对此问题作者

将另外撰文阐述．文中将首先介绍 ＬＱ终端控制所
导出的哈密顿系统两端边值问题，然后基于生成函

数的性质求解这一边值问题，并构造了 ＬＱ软终端
约束控制律和硬终端约束控制律．随后基于哈密顿
系统的正则变换导出一组矩阵递推计算公式，由这

组递推公式可以求解哈密顿系统生成函数系数矩

阵所满足的微分方程组，进而计算时变控制律．文
献［６］中是通过定义混合能由变分原理导出这组
公式的，并建立了相应的精细积分算法体系．本文
中卫星编队重构问题的计算和仿真工作都是在基

于精 细 积 分 算 法 的 控 制 系 统 设 计 与 仿 真

ＭＡＴＬＡＢ程序库（ＰＩＭ－ＣＳＤ）［６］基础上完成的．

１　ＬＱ终端控制与哈密顿系统两端边值问题

考虑线性系统

ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ） （１）
系统满足可控和可观条件，系统的初始状态为

ｘ（ｔ０）＝ｘ０．ＬＱ软终端约束控制的目标是极小化指
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标泛函

Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
［ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒｕ（ｔ）］ｄｔ＋

　 １２［ｘ（ｔｆ）－ｘ^ｆ］
ＴＱｆ［ｘ（ｔｆ）－ｘ^ｆ］ （２）

式中的 ｘ^ｆ是希望达到的系统终端状态，加权矩阵
Ｑ和Ｑｆ为半正定实对称矩阵，Ｒ是正定实对称矩
阵，Ｊ也称作代价函数．这种情况下系统的终端状
态会存在一些小的误差，而采用 ＬＱ硬终端约束控
制则可以实现系统终端状态的零误差，即要求

ｘ（ｔｆ）＝^ｘｆ （３）
这就需要在代价函数（２）中再引入上述约束，构成
新的泛函

Ｊ
－
＝Ｊ＋ｖ［ｘ（ｔｆ）－^ｘｆ］ （４）
文献［１］通过给出了求解这两类最优控制问题的

转移矩阵方法和Ｒｉｃｃａｔｉ方程方法．文献［５］［７］基于
Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ理论和生成函数方法来求解最优控
制问题．但是，对于硬终端约束控制，这些方法给出的
时变控制律在末端时刻都存在反馈增益矩阵无穷大

的现象．本文将通过利用第二类生成函数构造控制律
来避免末端时刻出现无穷大反馈增益矩阵，还需要指

出的是，生成函数方法所得到的控制律形式可以最大

限度地减少计算量，这一点与文［６］中的结论一致．
下面介绍这两类 ＬＱ终端控制所导出的哈密

顿系统两端边值问题．引入Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子λ（ｔ），并
定义哈密顿函数

　Ｈ
－
（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），λ（ｔ），ｔ）＝１２ｘ

Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）＋

１
２ｕ

Ｔ（ｔ）Ｒｕ（ｔ）＋λ２（ｔ）［Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）］（５）

由最优性的必要条件得到最优控制ｕ（ｔ）与λ（ｔ）的
关系

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴλ（ｔ） （６）
及λ（ｔ）所满足的微分方程

λ（ｔ）＝－Ｑｘ（ｔ）－ＡＴλ（ｔ） （７）
将式（６）代入式（５）可得哈密顿函数

Ｈ（ｘ，λ，ｔ）＝λＴＡｘ－１２λ
ＴＢＲ－１ＢＴλ＋１２ｘ

ＴＱｘ（８）

及哈密顿正则微分方程

ｘ
[ ]λ ＝

Ａ　－ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ　－Ａ[ ]Ｔ

ｘ（ｔ）

λ（ｔ[ ]） ＝Ｈ
ｘ（ｔ）

λ（ｔ[ ]）
（９）

其中矩阵

Ｈ＝
Ａ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ －Ａ[ ]Ｔ
（１０）

软终端约束 ＬＱ控制导出的哈密顿两端边值问题
的边界条件为

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，　λ（ｔｆ）＝Ｑｆ［ｘ（ｔｆ）－^ｘｆ］ （１１）
而硬终端约束 ＬＱ控制导出的哈密顿两端边值问
题的边界条件为

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，　λ（ｔｆ）＝Ｑｆｘ（ｔｆ）＋ｖ （１２）
并且应注意有 ｘ（ｔｆ）＝^ｘｆ，下面介绍如何利用哈密
顿系统生成函数方法求解这两个边值问题并构造

控制律．

２　生成函数方法构造ＬＱ终端控制律

首先介绍文中所涉及的哈密顿系统生成函数

和正则变换的概念，然后利用生成函数求解 ＬＱ终
端控制问题．
２．１　哈密顿系统的生成函数和正则变换

线性哈密顿系统（９）的状态变量之间的正则
变换关系为

ｘ（ｔ）

λ（ｔ{ }） ＝Φ（ｔ，ｔ０）
ｘ（ｔ０）

λ（ｔ０{ }） （１３）

上式中状态转移矩阵Φ（ｔ，ｔ０）是辛矩阵，即

ΦＴ（ｔ，ｔ０）ＪΦ（ｔ，ｔ０）＝Ｊ （１４）
其中

Ｊ＝
０ Ｉ
－Ｉ[ ]０ （１５）

对于线性定常系统，Φ（ｔ，ｔ０）的值可以由矩阵指数
来计算

Φ（ｔ，ｔ０）＝ｅ
Ｈ（ｔ－ｔ０） （１６）

现在从生成函数的角度考察上述正则变换，将

式（８）中的哈密顿函数表示成矩阵二次型形式

Ｈ（ｘ，λ，ｔ）＝１２
ｘ{ }λ

Ｔ Ｑ ＡＴ

Ａ －ＢＲ－１Ｂ[ ]Ｔ ｘ{ }λ（１７）
考虑到哈密顿函数的形式，这个系统的第二类生成

函数的可定义为［５］

Ｆ２（ｘ，λ０，ｔ；ｔ０）＝

　１２
ｘ{ }λ

Ｔ Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０）　Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）

Ｆλｘ（ｔ；ｔ０）－Ｆλλ（ｔ；ｔ０
[ ]）

ｘ

λ{ }
０

（１８）

需要注意的是，为了方便地利用精细积分程序库，

这个定义与文献［５］中Ｆλλ（ｔ；ｔ０）的符号不同．生成

函数的系数矩阵Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０），Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）＝Ｆ
Ｔ
λｘ（ｔ；ｔ０）

０４３
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和Ｆλλ（ｔ；ｔ０）是时间的函数，准确地讲是时间差 ｔ－

ｔ０的函数．根据第二类生成函数的性质
［８］可得

　ｘ０＝
Ｆ２
λ０
＝［Ｆλｘ（ｔ；ｔ０）　－Ｆλλ（ｔ；ｔ０）］

ｘ

λ{ }
０

（１９）

　λ＝
Ｆ２
ｘ
＝［Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０）　Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）］

ｘ

λ{ }
０

（２０）

由此可以将哈密顿函数（１７）表示成

　Ｈ（ｘ，λ，ｔ）＝１２
ｘ

λ{ }
０

Ｔ Ｉ　Ｆｘｘ
０　Ｆλ

[ ]
ｘ

Ｑ ＡＴ

Ａ －ＢＲ－１Ｂ[ ]Ｔ ×
　

Ｉ ０
Ｆｘｘ Ｆλ[ ]

ｘ

ｘ{ }λ （２１）

按照分析力学的理论，第二类生成函数 Ｆ２（ｘ，λ０，

ｔ；ｔ０）满足下列Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ方程
［８］

Ｆ２
ｔ
＋Ｈ（ｘ，

Ｆ２
ｘ
，ｔ）＝０ （２２）

将式（１８）和（２１）代入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ方程（２２）
中，并考虑到向量可［ｘＴ　λＴ０］

Ｔ的任意性，得到一

组矩阵微分方程

　Ｆ
·

ｘｘ＋Ｑ＋ＦｘｘＡ＋Ａ
ＴＦｘｘ－ＦｘｘＢＲ

－１ＢＴＦｘｘ＝０ （２３）

　Ｆ
·

ｘλ＋Ａ
ＴＦｘλ－ＦｘｘＢＲ

－１ＢＴＦｘλ＝０ （２４）

　Ｆ
·

λλ＋ＦλｘＢＲ
－１ＢＴＦｘλ＝０ （２５）

当ｔ＝ｔ０时，第二类生成函数描述的是一个单位变

换，即Ｆ２（ｘ，λ０，ｔ＝ｔ０，ｔ０）＝ｘ
Ｔλ０，从而上述微分方

程组的初始条件为

　Ｆｘｘ（ｔ０；ｔ０）＝０，Ｆｘλ（ｔ０；ｔ０）＝Ｉ，Ｆλλ（ｔ０；ｔ０）＝０ （２６）
利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换及式，可将第一类生成函数表示为

　Ｆ１（ｘ，ｘ０，ｔ；ｔ０）＝
１
２
ｘ
ｘ{ }
０

Ｔ

×

　
（Ｆｘｘ＋ＦｘλＦ

１
λλＦλｘ）（ｔ；ｔ０）　（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔ；ｔ０）　　　Ｆ
１
λλ（ｔ；ｔ０

[ ]
）

ｘ
ｘ{ }
０

（２７）

根据第一类生成函数的性质［８］可得

　λ０＝
Ｆ１
ｘ０
＝［（Ｆ－１λλＦλｘ）（ｔ；ｔ０）　Ｆ

－１
λλ（ｔ；ｔ０）］

ｘ
ｘ{ }
０

（２８）

　λ＝
Ｆ１
ｘ
＝

［（Ｆｘｘ＋ＦｘλＦ
－１
λλＦλｘ）（ｔ；ｔ０）　－（ＦｘλＦ

－１
λλ）（ｔ；ｔ０）］

ｘ
ｘ{ }
０

（２９）

如果令上式中的ｔ＝ｔｆ，可以得到下列初始和末端时
刻的状态ｘ（ｔ）与协态λ（ｔ）的关系

λ０＝Ｆ
－１
λλ（ｔｆ；ｔ０）·［Ｆλｘ（ｔｆ；ｔ０）ｘｆ－ｘ０］ （３０）

λｆ＝－（ＦｘλＦ
－１
λλ）（ｔｆ；ｔ０）ｘ０＋（Ｆｘｘ＋

　Ｆ－１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）ｘｆ （３１）
２．２　ＬＱ软终端约束控制

将边界条件λ（ｔｆ）＝Ｑ［ｘ（ｔｆ）－^ｘｆ］代入（３１）

后可以把ｘｆ表示为ｘ０和 ｘ^ｆ的函数

ｘｆ＝－Ｓ
－－１（ｔｆ；ｔ０）·（ＦｘλＦ

－１
λλ）（ｔｆ；ｔ０）ｘ０＋

　Ｓ
－－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ·ｘ^ｆ （３２）

其中

Ｓ
－
（ｔｆ；ｔ０）＝Ｑｆ－Ｆｘｘ（ｔｆ；ｔ０）－（ＦｘλＦ

－１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）（３３）

将式（３０）代入第二类生成函数所满足的性质
（２０），可得
　λ（ｔ）＝Ｆｘｘ（ｔｆ；ｔ０）ｘ（ｔ）＋

Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）｛Ｆ
－１
λλ（ｔｆ；ｔ０）［Ｆλｘ（ｔｆ；ｔ０）ｘｆ－ｘ０］｝（３４）

再将式（３２）代入式（３４）就得到了协态 λ（ｔ）的表
达式

　λ（ｔ）＝Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０）ｘ（ｔ）－Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）｛Ｆ
－１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）｝ｘ０＋

Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ^ｘｆ（３５）
这样ＬＱ软终端约束的控制律可以表示成
　ｕ（ｔ）＝Ｒ１ＢＴＦｘｘ（ｔ；ｔ０）ｘ（ｔ）＋Ｒ

１ＢＴＦｘλ（ｔ；ｔ０）｛Ｆ
１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）｝ｘ０－

Ｒ１ＢＴＦｘλ（ｔ；ｔ０）（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ^ｘｆ （３６）
另外，也可以用第一类生成函数所满足的关系

式（３０）（即式（２８））来导出控制律，将式（３２）代入
到式（３０）中，得到

　λ０＝－［Ｆ
１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１×

（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ
１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ０＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）×

（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ^ｘｆ （３７）

由于上述公式对任意ｔ＜ｔｆ都成立，因此

　λ（ｔ）＝－［Ｆ１λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１×

（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ
１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ（ｔ）＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）×

（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ^ｘｆ （３８）

而其中的

　Ｓ
－
（ｔｆ；ｔ）＝Ｑｆ－Ｆｘｘ（ｔｆ；ｔ）－（ＦｘλＦ

－１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ）（３９）

由此得到的ＬＱ软终端约束的控制律为
　ｕ（ｔ）＝Ｒ－１ＢＴ［Ｆ１λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）×

Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ（ｔ）－Ｒ

－１ＢＴ×

１４３
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（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）Ｑｆ^ｘｆ （４０）

由于在ｔ＝ｔｆ时刻 Ｆλλ（ｔｆ，ｔｆ）＝０，使得这种形式的
控制律在终端时刻不可避免地存在无穷大反馈增

益，而控制律（３６）则不存在这种现象．不过这与所
利用的生成函数方法有关，如果采用文献［１］中的
Ｒｉｃｃａｔｉ变换方法，则上述 ＬＱ软终端约束控制不会
出现无穷大的反馈增益．
２．３　ＬＱ硬终端约束控制

将边界条件 λ（ｔｆ）＝Ｑｆｘ（ｔｆ）＋ｖ代入（３１）后

可以把ｘｆ表示为ｘ０和ｖ的函数

　ｘｆ＝Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔｆ；ｔ０）ｘ０Ｓ

－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ（４１）
协态λ（ｔ）的表达形式可以通过把关于 ｘｆ的公式
（４１）代入式（３４）而得到
　λ（ｔ）＝Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０）ｘ（ｔ）－Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）｛Ｆ

－１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）｝ｘ０－

Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ （４２）
这样ＬＱ硬终端约束的控制律可以表示成
　ｕ（ｔ）＝Ｒ１ＢＴＦｘｘ（ｔ；ｔ０）ｘ（ｔ）＋Ｒ

１ＢＴＦｘλ（ｔ；ｔ０）｛Ｆ
１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）｝ｘ０＋

Ｒ１ＢＴＦｘλ（ｔ；ｔ０）（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ （４３）
其中

ｖ＝－（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）ｘ０－Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）^ｘｆ （４４）

类似于２．２节中的 ＬＱ软终端控制问题，也可
以利用第一类生成函数所满足的关系式（３０）导出
控制律，将式（４１）代入到式（３０）中，得到

λ０＝－［Ｆ
１
λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ

－１×

　（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ
１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ０－（Ｆ

１
λλＦλｘ）×

　（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ （４５）

由于上述公式对任意ｔ＜ｔｆ都成立，因此

λ（ｔ）＝－［Ｆ１λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ
１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）×

　Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ（ｔ）－×

　

（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ （４６）

ＬＱ硬终端约束控制律为
ｕ（ｔ）＝Ｒ－１ＢＴ［Ｆ１λλ（ｔｆ；ｔ０）＋（Ｆ

１
λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）×

　Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）（ＦｘλＦ

１
λλ）（ｔ；ｔ０）］ｘ（ｔ）＋

　Ｒ－１ＢＴ（Ｆ１λλＦλｘ）（ｔｆ；ｔ０）Ｓ
－１（ｔｆ；ｔ０）ｖ （４７）

由于在ｔ＝ｔｆ时刻 Ｆλλ（ｔｆ，ｔｆ）＝０，使得这种形式的
控制律在终端时刻也不可避免地存在无穷大反馈

增益，而控制律（３６）则不存在这种现象．对于硬终
端约束问题，采用文献［１］的 Ｒｉｃｃａｔｉ变换导出的
ＬＱ控制律在末端时刻也会出现无穷大的反馈增
益，需要根据Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的性质及系统的初值条
件方可得到不包含无穷大反馈增益的 ＬＱ控制律，
对此问题我们将另外撰文讨论．

至此已经通过生成函数方法得到了本文开始所

提出的两类ＬＱ终端约束控制问题．构成控制律增益
矩阵的生成函数系数矩阵Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０），Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）和Ｆλλ（ｔ；
ｔ０）满足微分方程组（２３）～（２５），这组矩阵微分方程可
以通过精细积分方法来求解，算法及其所依据的理论

在文献［６］中都有详细的介绍，这里不再赘述．下面将
直接基于哈密顿系统状态变量的正则变换性质导出

与文献［６］中的区段合并公式完全相同的公式．

３　生成函数系数矩阵微分方程的离散和数
值求解

由式（１９）和（２０）可知，生成函数描述了状态
变量之间的变换关系，状态转移矩阵 Φ（ｔ，ｔ０）反映
的也是状态变量之间的变换关系，将哈密顿系统的

状态转移矩阵写成分块形式

Φ（ｔ，ｔ０）＝
Φｘｘ（ｔ，ｔ０）　Φｘλ（ｔ，ｔ０）

Φλｘ（ｔ，ｔ０）　Φλλ（ｔ，ｔ０
[ ]） （４８）

在Φ１１（ｔ，ｔ０）可逆的前提下（若不满足此条件，可以

定义第三类生成函数并利用 Φ－１
２２（ｔ，ｔ０）计算），可

将式（１３）转换为下列形式

ｘ（ｔ０）

λ（ｔ{ }） ＝
Φ－１
ｘｘ（ｔ，ｔ０） －Φ－１

ｘｘ（ｔ，ｔ０）Φｘλ（ｔ，ｔ０）

Φλｘ（ｔ，ｔ０）Φ
－１
ｘｘ（ｔ，ｔ０） Φλλ（ｔ，ｔ０）－Φλｘ（ｔ，ｔ０）Φ（ｔ，ｔ０）Φ

－１
ｘλ（ｔ，ｔ０[ ]） ｘ（ｔ）

λ（ｔ０{ }） （４９）

由于Φ（ｔ，ｔ０）是辛矩阵，将其分块矩阵式（４８）代入

ΦＴ（ｔ，ｔ０）ＪΦ（ｔ，ｔ０）＝Ｊ到中可以导出

Φ－Ｔ
ｘｘ（ｔ，ｔ０）＝Φλλ（ｔ，ｔ０）－

　Φλｘ（ｔ，ｔ０）Φ（ｔ，ｔ０）Φ
－１
ｘλ（ｔ，ｔ０） （５０）

这样式（４９）可以写成更简洁的形式

　
ｘ０{ }λ ＝

　Φ－１ｘｘ（ｔ，ｔ０）　　Φ
－１
ｘｘ（ｔ，ｔ０）Φｘλ（ｔ，ｔ０）

Φλｘ（ｔ，ｔ０）Φ
－１
ｘｘ（ｔ，ｔ０）　　Φ

－Ｔ
ｘｘ（ｔ，ｔ０

[ ]
）

ｘ

λ{ }
０

（５１）

将式（５１）与式（１９）～（２０）对比可得，

２４３
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　Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０）＝Φλｘ（ｔ；ｔ０）Φ
－１
ｘｘ（ｔ；ｔ０），

　Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）＝Φ
－Ｔ
ｘｘ（ｔ；ｔ０），Ｆλｘ（ｔ；ｔ０）＝Φ

－１
ｘｘ（ｔ；ｔ０），

　Ｆλλ（ｔ；ｔ０）＝Φ
－１
ｘｘ（ｔ；ｔ０）Φｘλ（ｔ；ｔ０） （５２）

由上述公式及辛矩阵的性质还可得到与其互逆的

函数关系，

　Φｘｘ（ｔ；ｔ０）＝Ｆ
－１
λｘ（ｔ；ｔ０），Φｘλ（ｔ，ｔ０）＝（Ｆ

－１
λｘＦλλ）（ｔ；ｔ０），

　Φλｘ（ｔ，ｔ０）＝（ＦｘｘＦ
－１
λｘ）（ｔ；ｔ０），

　Φλλ（ｔ，ｔ０）＝（Ｆｘλ＋ＦｘｘＦ
－１
λｘ）（ｔ；ｔ０） （５３）

文献［９］中也给出了上述关系式．
如果矩阵指数计算中的 Δｔ比较大，则直接根

据式（５３）来求解微分方程（２３）～（２５）将无法保证
计算结果的可靠性．但是利用哈密顿系统的正则变
换性质可以构造生成函数系数矩阵的计算格式．需
要指出的是，通常哈密顿系统辛积分算法指的是对

系统状态向量的保辛计算，而本文所关注的是利用

两个状态向量之间的正则变换矩阵，即状态转移矩

阵，进行计算．矩阵的计算结果要确保系统任意两
个不同时刻的状态向量之间满足正则变换关系，这

也是生成函数的性质［８］．
将区间［ｔ０，ｔｆ］离散为［ｔ０，ｔ１，ｔ２，Ｌ，ｔｋ－１，ｔｋ，ｔｋ＋１，Ｌ，ｔｆ］，

考虑任意三个时刻ｔｋ－１＜ｔｋ＜ｔｋ＋１（并不要求等步长离

散）．哈密顿系统从状态［ｘＴｋ－１，λ
Ｔ
ｋ－１］

Ｔ＝［ｘ（ｔｋ－１）
Ｔ，

λ（ｔｋ－１）
Ｔ］Ｔ变换到另一个状态［ｘＴｋ，λ

Ｔ
ｋ］
Ｔ＝［ｘ（ｔｋ）

Ｔ，

λ（ｔｋ）
Ｔ］Ｔ的过程是正则变换 ，对应的状态转移矩阵

Φ（ｔｋ，ｔｋ－１）是辛矩阵；设由此状态再到下一个状态

［ｘＴｋ＋１，λ
Ｔ
ｋ＋１］

Ｔ＝［ｘ（ｔｋ＋１）
Ｔ，λ（ｔｋ＋１）

Ｔ］Ｔ的转移矩阵为

Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ），则从［ｘ
Ｔ
ｋ－１，λ

Ｔ
ｋ－１］

Ｔ到［ｘＴｋ＋１，λ
Ｔ
ｋ＋１］

Ｔ的状态

转移矩阵可以表示为Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ－１）＝Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ）Φ（ｔｋ，
ｔｋ－１），辛矩阵的乘积仍然是辛矩阵．根据

　
ｘｋ
λ[ ]
ｋ

＝Φ（ｔｋ，ｔｋ－１）
ｘｋ－１
λｋ－

[ ]
１

，
ｘｋ＋１
λｋ＋

[ ]
１

＝Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ）
ｘｋ
λ[ ]
ｋ

，

　
ｘｋ＋１
λｋ＋

[ ]
１

＝Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ－１）
ｘｋ－１
λｋ－

[ ]
１

（５４）

及状态变换关系，再利用 Φ（ｔｋ＋１，ｔｋ－１）＝Φ（ｔｋ＋１，
ｔｋ）Φ（ｔｋ，ｔｋ－１），可得
　Ｆｘｘ（ｔｋ＋１；ｔｋ－１）＝Ｆｘｘ（ｔｋ＋１；ｔｋ）＋Ｆｘλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）［Ｉ＋

Ｆｘｘ（ｔｋ；ｔｋ－１）Ｆλλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）］
－１Ｆｘｘ（ｔｋ；ｔｋ－１）×

ＦＴｘλ（ｔｋ＋１；ｔｋ） （５５）

　Ｆλλ（ｔｋ＋１；ｔｋ－１）＝Ｆλλ（ｔｋ；ｔｋ－１）＋Ｆ
Ｔ
ｘλ（ｔｋ；ｔｋ－１）×

Ｆλλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）［Ｉ＋Ｆｘｘ（ｔｋ；ｔｋ－１）Ｆλλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）］
－１×

Ｆｘλ（ｔｋ；ｔｋ－１） （５６）

　Ｆｘλ（ｔｋ＋１；ｔｋ－１）＝Ｆｘλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）［Ｉ＋Ｆｘｘ（ｔｋ；ｔｋ－１）×

Ｆλλ（ｔｋ＋１；ｔｋ）］
－１Ｆｘλ（ｔｋ；ｔｋ－１） （５７）

由于ｔｋ－１，ｔｋ，ｔｋ＋１是任意三个相邻的离散时刻，所以
上述公式是计算生成函数系数矩阵的递推公式，即

求解矩阵微分方程组（２３）～（２５）的递推计算公
式．注意三个递推公式中矩阵求逆部分是相同的．

文献［６］中基于结构力学与最优控制的模拟关
系，利用混合能变分原理导出了上述公式，其中的各

系数矩阵称为混合能矩阵，混和能与分析力学中的生

成函数是一致的．而本文是根据哈密顿系统状态转移
矩阵与生成函数之间的关系，以及辛矩阵的性质来导

出上述矩阵递推计算公式的，这是两者的不同之处．
按公式（５５）～（５７）进行递推运算就可以求解矩阵微
分方程组（２３）～（２５），获得第二类生成函数Ｆ２（ｘ，λ０，
ｔ，ｔ０）的系数矩阵随时间的变化值，从而可以确定该生
成函数，并用于构造最优反馈控制律随时间而变化的

增益矩阵．当然，按递推公式（５５）～（５７）进行计算需
要一个初始值，也就是要首先计算一个比较小的Δｔ时
间段上的矩阵Ｆｘｘ（ｔ；ｔ０），Ｆｘλ（ｔ；ｔ０）和Ｆλλ（ｔ；ｔ０）作为递
推计算的初始值．由于Δｔ比较小，可以按文献［９］的
方法通过状态转移矩阵的计算来实现；也可以按照文

献［６］中的步骤，利用Ｔａｙｌｏｒ级数展开来计算，并注意
只计算增量以保持有效数字．当问题的边界条件发生
变化时，利用已有的生成函数计算结果可以很容易地

重新计算系统的最优控制律．

４　ＬＱ终端控制器的应用－卫星编队重构

在卫星编队控制中，以节省能量和能量的均衡

消耗为目标的优化控制是其中一个重要的问题．文
献［３］研究了深空环境中的卫星编队重构问题，并
给出了简单的编队重构开环最优控制律解析表达

式．对于比较复杂的编队飞行控制问题，则只能用
数值方法求解．

作为ＬＱ终端控制器生成函数设计方法的一
个应用，本节考虑在近地圆轨道运行的两颗卫星所

组成的编队的重构控制问题，为便于比较计算结

果，采用了文献［３］中给出的例题，并给出了开环
最优控制的仿真结果．两颗卫星的相对运动由 Ｈｉｌｌ
方程来描述，其状态方程形式为

ｘ＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）
式中向量ｘ∈Ｒ６表示相对位置和相对速度，向量 ｕ
∈Ｒ６代表输入的控制力．为实现最少能量消耗和
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平衡能量消耗的目标，定义

　Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
［ｕＴ１（ｔ）Ｒ１ｕ１（ｔ）＋ｕ

Ｔ
２（ｔ）Ｒ２ｕ２（ｔ）＋［ｕ２（ｔ）－

ｕ１（ｔ）］
ＴＲ
＾
［ｕ２（ｔ）－ｕ１（ｔ）］］ｄｔ＝

１
２∫

ｔｆ

ｔ０
ｕＴ（ｔ）×

Ｒ１＋Ｒ
＾
　－Ｒ

＾

－Ｒ
＾
　　Ｒ２＋Ｒ

[ ]^ｕ（ｔ）ｄｔ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
ｕＴ（ｔ）Ｒｕ（ｔ）ｄｔ（５８）

此ＬＱ控制开环控制律的解析表达式为［３］

　ｕ（ｔ）＝Ｒ－１ＢＴｅ－ＡＴｔ［∫
ｔｆ

ｔ０
ｅＡτＢＲ－１ＢＴｅ－ＡＴ（ｔｆ－τ）ｄτ］－１×

［ｘｆ－ｅ
Ａ（ｔｆ－ｔ０）ｘ０］ （５９）

在计算中取参考轨道高度为 ３００ｋｍ，仿真算例取
ｍ１＝２００ｋｇ，ｍ２＝１００ｋｇ，初始相对位移和速度 ｘ０＝

［１００，１００，１００，０，０，０］Ｔ，控制目标是使末端时刻相
对位移和速度ｘｆ＝［０，２０，４０，０，０，０］

Ｔ，即初始时刻

和末端时刻两颗卫星的相对速度均为０，Ｒ１＝Ｒ２＝Ｉ，

Ｒ
＾
＝３５０×Ｉ，编队重构过程时间取３００ｓ．这里可以按
ＬＱ硬终端约束控制问题来考虑编队重构控制律的
设计计算．

在没有模型误差和初始相对位置误差干扰的

情况下，仿真结果表明开环最优控制可以很好地完

成编队重构 ，如图１和图２所示，控制结束时刻的

图１　无干扰开环控制时相对位置的变化

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ

ｏｐｅｎ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｏｕｔｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图２　无干扰开环控制时相对速度的变化

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆ

ｏｐｅｎ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｏｕｔｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图３　有干扰开环控制时相对位置的变化

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ

ｏｐｅｎ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图４　有干扰开环控制时相对速度的变化

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆ

ｏｐｅｎ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图５　有干扰闭环控制时相对位置的变化

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ

ｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图６　有干扰闭环控制时相对速度的变化

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆ

ｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

相对位置和相对速度都符合要求．但是如果存在某
些干扰因素，例如：参考轨道高度和初始位置存在
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一些偏差，设实际参考轨道高度为３６０ｋｍ而不是
系统设计时取的 ３００ｋｍ，初始相对位置为 ｘ０＝

［１２０，１２０，１２０，０，０，０］Ｔ，则按原参数设计的开环控
制将无法实现预定的编队重构位置，如图３和图４
所示，末端时刻相对位置的误差比较大，相对速度

也存在明显的误差．但如果采用闭环控制，例如用
ＬＱ硬终端约束控制来实现编队重构，则系统对上
述误差干扰不敏感，能够准确地到达预定的相对位

置，在结束时刻的相对速度也满足要求．ＬＱ硬终端
约束控制的仿真结果见图５和图６．
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