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两个不同 Ｓｐｒｏｔｔ混沌系统的控制与同步研究

徐登国

（云南楚雄师范学院数学系，楚雄　６７５０００）

摘要　首先采用线性反馈方法来控制混沌的ＳｐｒｏｔｔＣ系统和混沌的ＳｐｒｏｔｔＦ系统，使这两个混沌系统的轨道

被控制到他们各自的每一个平衡点．然后使用主动控制方法来同步这两个不同的混沌系统，使混沌的Ｓｐｒｏｔｔ

Ｃ系统和ＳｐｒｏｔｔＦ系统的轨道重合．并用数值模拟证实了理论的正确性．

关键词　Ｓｐｒｏｔｔ系统，　混沌控制，　线性反馈，　混沌同步，　主动控制

引 言

混沌的基本特征之一是运动轨道的不稳定性，

表现为对初始条件的敏感依赖性，又称为蝴蝶效

应［１］．混沌有什么可利用之处和怎样用它来为人类
服务，这是人们普遍关注的问题，也是科学工作者

需要不断探索和深入研究的新问题．利用混沌的前
提是驾驭它，也就是控制混沌．１９８９年Ａ．Ｈｕｂｌｅｒ在
他发表的一篇文章中首次提到混沌可以被控制的

现象［２］．次年 Ｅ．Ｏｔｔ、Ｇ．Ｇｒｅｂｏｇｉ和 Ｊ．Ｙｏｒｋｅ提出控
制混沌的思想，并基于混沌轨道是由无穷多不稳定

周期轨道构成的基本性质，提出了一种参数微扰法

控制混沌运动的具体实施办法，现在称之为 ＯＧＹ
方法［３］．随后的１０多年中，有关混沌控制的研究得
到了蓬勃的发展．人们提出各式各样控制混沌的方
法及其理论，如：自适应控制法［４］、延迟反馈控制

法［５］、脉冲控制法［６］等 ，并在自然科学的众多实际

领域内的实验和应用中得到证实．近年来，这一研
究方向的理论和实验以及应用上的工作进展异常

迅速．在研究控制混沌工作的同时，Ｔ．Ｍ．Ｃａｒｒｏｌｌ和
Ｌ．Ｍ．Ｐｅｃｏｒａ提出在混沌信号驱动下，两条不同初
始值的混沌轨道可以同步化［７］．研究者们同样提出
了各种各样的混沌同步方法［８～９］．

本文用Ｓｐｒｏｔｔ系列系统中的 Ｃ系统和 Ｆ系统
进行混沌控制与同步研究［１０］，由于这两个系统的

右边各项系数都是常数，故在系统的右边加上可变

化的系数参数来进行研究，右边每一项都可以加上

可变的系数，但经过尺度变换［１１］，可将一些系数化

为１，ＳｐｒｏｔｔＣ系统只有一个系数不能化为 １，而
ＳｐｒｏｔｔＦ系统只有两个系数不能化为１．在下面的研
究中，把带参数的系统称为其对应的推广系统．

１　使用线性反馈方法来控制混沌

１．１　ＳｐｒｏｔｔＣ类推广系统的线性反馈控制
考虑如下的ＳｐｒｏｔｔＣ类推广系统

ｘ＝ｙｚ
ｙ＝ａｘ－ｙ

ｚ＝１－ｘ
{ ２

（１）

当ａ＝１时，该系统就是混沌的 ＳｐｒｏｔｔＣ系统．我们
将使用线性反馈控制方法来控制该系统，动力学系

统（１）的混沌行为可以被控制到两个平衡点中的
任何一个，为此，考虑如下带有控制项的系统

ｘ＝ｙｚ＋ｕ１（ｔ）
ｙ＝ａｘ－ｙ＋ｕ２（ｔ）
ｚ＝１－ｘ２＋ｕ３（ｔ

{
）

（２）

其中，ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），ｕ３（ｔ）是外加的控制输入项，它们将
被适当的设计来使系统的混沌轨道被控制到系统

（１）的任何一个平衡点．为了实际应用，我们应该
设计更为简单的控制器，于是我们考虑以下的控制

律

ｕ１（ｔ）
ｕ２（ｔ）
ｕ３（ｔ










）

＝

ｋ１ ０ ０

０ ｋ２ ０

０ ０ ｋ









３

ｘ－珋ｘ
ｙ－珋ｙ
ｚ－珋









ｚ

其中，（珋ｘ，珋ｙ，珋ｚ）是系统（１）的平衡点，ｋ１，ｋ２和 ｋ３是
反馈项系数，通过选择这些常数使得控制系统（２）
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的轨道被稳定到混沌系统（１）的平衡点，因此，控
制系统（２）可以变为

ｘ＝ｙｚ－ｋ１（ｘ－珋ｘ）

ｙ＝ａｘ－ｙ－ｋ２（ｙ－珋ｙ）

ｚ＝１－ｘ２－ｋ３（ｚ－珋ｚ
{

）

（３）

控制系统（３）有一个平衡点Ｅ（珋ｘ，珋ｙ，珋ｚ）．下面讨论控
制系统（３）平衡解的稳定性：

控制系统（３）在平衡点 Ｅ（珋ｘ，珋ｙ，珋ｚ）的线性化系
统为

ｘ
ｙ{ }
ｚ
＝

－ｋ１ 珋ｚ 珋ｙ

ａ －（１＋ｋ２） ０

－２珋ｘ ０ －ｋ









３











ｘ
ｙ
ｚ

（４）

通过讨论线性化系统（４）的平衡解的稳定性，我们
可以得到控制系统（３）的稳定性．

命题１　控制系统（３）的平衡解是渐近稳定
的，如果成立条件：

ｋ２＞－１，ｋ１＋ｋ３＞０，ｋ１ｋ３＋２ａ＞０
证明：很容易求出线性化系统（４）在 Ｅ１（１，ａ，

０）的特征多项式为
（λ＋１＋ｋ２）［λ

２＋（ｋ１＋ｋ３）λ＋ｋ１ｋ３＋２ａ］＝０
当ｋ２＞－１，ｋ１＋ｋ３＞０，ｋ１ｋ３＞２ａ成立时，可得以上
特征方程的根

λ１＝－１，λ２，３＝
－（ｋ１＋ｋ３）± （ｋ１－ｋ３）

２－８槡 ａ
２

均具有负实部，所以平衡解Ｅ１（１，ａ，０）是渐近稳定
的．命题得证．

由于平衡点Ｅ２（－１，－ａ，０）与 Ｅ１（１，ａ，０）对
称，容易得到线性化系统（４）在 Ｅ２（－１，－ａ，０）的
特征值与Ｅ（１，ａ，０）一样，所以只要命题１的条件
成立，控制系统（３）在平衡点 Ｅ２（－１，－ａ，０）也是
稳定的．
１．２　ＳｐｒｏｔｔＦ类推广系统的线性反馈控制

下面考虑如下的ＳｐｒｏｔｔＦ类推广系统
ｘ＝ｙ＋ｚ
ｙ＝ａｘ＋ｂｙ

ｚ＝ｘ２
{

－ｚ

（５）

当ａ＝－１，ｂ＝０．５时，该系统就是混沌的ＳｐｒｏｔｔＦ系
统．与前面的做法类似，我们考虑如下的控制系统

ｘ＝ｙ＋ｚ－ｋ１（ｘ－珋ｘ）

ｙ＝ａｘ＋ｂｙ－ｋ２（ｙ－珋ｙ）

ｚ＝ｘ２－ｚ－ｋ３（ｚ－珋ｚ
{

）

（６）

控制系统（６）的线性化Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为：

Ｊ＝

－ｋ１ １ １

ａ ｂ－ｋ２ ０

２ｘ ０ －１－ｋ









３

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵Ｊ在平衡点Ｓ０（０，０，０）的特征方程为

（λ＋ｋ３＋１）［λ
２＋（ｋ１＋ｋ２－ｂ）λ＋ｋ１ｋ２－ｋ１ｂ－ａ］＝０

解得

λ１＝ｋ３－１，λ２，３＝
ｂ（ｋ１＋ｋ２）± （ｋ１ｋ２＋ｂ）

２＋４槡 ａ
２

命题２　控制系统（６）的平衡点 Ｓ０（０，０，０）是
渐近稳定的，如果成立以下条件：

ｋ３＞－１，ｋ１＋ｋ２＞ｂ，ｋ１ｋ２－ｋ１ｂ－ａ＞０
同样我们可以求出 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 Ｊ在平衡点

Ｓ１（
ａ
ｂ，
ａ２

ｂ２
，
ａ２

ｂ２
）的特征方程为

（λ＋ｋ１）（ｂ－ｋ２－λ）（λ＋ｋ３＋１）－
２ａ
ｂ（ｂ－

　ｋ２－λ）＋ａ（λ＋ｋ３＋１）＝０
当ｋ２－ｋ３＝ｂ＋１时，λ１＝ｂ－ｋ２，

λ２，３＝
（ｋ１＋ｋ３＋１）± （ｋ１＋ｋ３＋１）

２４（ｋ１ｋ３＋ｋ１－
２ａ
ｂ－ａ槡

）

２
命题３　若以下条件成立时，控制系统（６）的

平衡点Ｓ１（
ａ
ｂ，
ａ２

ｂ２
，
ａ２

ｂ２
）是渐近稳定的：

ｋ２－ｋ３＝ｂ＋１，ｋ２＞ｂ，　ｋ１＋ｋ３＋１＞０，

ｋ１ｋ３＋ｋ１－
２ａ
ｂ－ａ＞０

１．３　数值模拟
用四阶五级 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａＦｅｌｈｂｅｒｇ法来解微分

方程（３）、（６），使用 ＭＡＴＬＡＢ语言来进行数值模
拟，在（３）中取ａ＝１，此时系统（１）出现混沌行为，

图１　系统（１）混沌轨线被稳定到平衡点Ｓ１（１，１，０）

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｂｉｌｉｚｉｎｇｃｈａｏｔｉｃｏｒｂｉｔｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｔｏｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＳ１（１，１，０）

１３３
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而在（６）中取ａ＝－１，ｂ＝０．５此时系统（５）出现混沌
行为，图１，２控制参数按顺序分别取为 ｋ１＝ｋ２＝０，
ｋ３＝０；ｋ１＝－１，ｋ２＝ｋ３＝０；ｋ１＝２，ｋ２＝－１，ｋ３＝０．

图２　系统（５）混沌轨线分别

被稳定到平衡点Ｓ０（１，１，０）和Ｓ１（－２，－４，４）

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｂｉｌｉｚｉｎｇｃｈａｏｔｉｃｏｒｂｉｔｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（５）ｔｏｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＳ０（１，１，０）ａｎｄＳ１（－２，－４，４）

２　不同系统的混沌同步

２．１　使用主动控制使两个不同的混沌系统同步
假设ＳｐｒｏｔｔＣ类推广系统驱动ＳｐｒｏｔｔＦ类推广

系统，因此我们定义驱动和响应系统如下

ｘ１＝ｙ１ｚ１
ｙ１＝ａｘ１－ｙ１
ｚ１＝１－ｘ

{ ２
１

（７）

ｘ２＝ｙ２＋ｚ２＋ｕ１（ｔ）
ｙ２＝ｂｘ２＋ｃｙ２＋ｕ２（ｔ）
ｚ２＝ｘ

２
２－ｚ２＋ｕ３（ｔ

{
）

（８）

我们在（８）中加入了三个控制函数 ｕ１（ｔ）、ｕ２（ｔ）和
ｕ３（ｔ），目的是要确定这三个控制函数以便使得系统
（７）和系统（８）同步，为了确定这些控制函数，把
（８）减去（７）得差变量方程

ｅ１＝ｅ２＋ｅ３＋ｙ１＋ｚ１－ｙ１ｚ１＋ｕ１（ｔ）
ｅ２＝ｂｅ１＋ｃｅ２＋（ｂ－ａ）ｘ１＋（ｃ＋１）ｙ１＋ｕ２（ｔ）
ｅ３＝－ｅ３－１＋ｘ

２
１＋ｘ

２
２＋ｕ３（ｔ

{
）

（９）

其中，ｅ１＝ｘ２－ｘ１，ｅ２＝ｙ２－ｙ１，ｅ３＝ｚ２－ｚ１为两个系
统状态变量之差．令

ｕ１（ｔ）＝ｖ１（ｔ）－ｙ１－ｚ１＋ｙ１ｚ１，
ｕ２（ｔ）＝ｖ２（ｔ）－（ｂ－ａ）ｘ１－（ｃ＋１）ｙ１，

ｕ３（ｔ）＝ｖ３（ｔ）＋１－ｘ
２
１－ｘ

２
２．

故系统（９）变为
ｅ１＝ｅ２＋ｅ３＋ｖ１（ｔ）
ｅ２＝ｂｅ１＋ｃｅ２＋ｖ２（ｔ）
ｅ３＝－ｅ３－１＋ｖ３（ｔ

{
）

（１０）

控制系统（１０）是一个有控制输入 ｖ１（ｔ）、ｖ２（ｔ）和 ｖ３（ｔ）
的线性化系统，只要这些反馈输入能使系统（１０）

渐进稳定，则当时间ｔ趋于无穷大时，ｅ１，ｅ２和 ｅ３将
趋于０．这就意味着系统（７）和系统（８）在反馈控制
下是同步的．控制输入ｖ１（ｔ）、ｖ２（ｔ）和ｖ３（ｔ）有很多种选
择，我们选择

ｖ１（ｔ）
ｖ２（ｔ）
ｖ３（ｔ










）

＝Ａ

ｅ１
ｅ２
ｅ









３

其中Ａ是一个３×３的常数矩阵，为了使上面的条件
得到满足，应该适当选择矩阵Ａ的元素使得反馈系
统（１０）的所有特征值具有负实部．选择如下的形式

Ａ＝
－１ －１ －１
－ｂ －ｃ－１ ０









０ ０ ０

在这种特定选择下，闭环系统（１０）有特征值 －１，
－１和－１，这时，当时间ｔ趋于无穷时，差状态变量
ｅ１，ｅ２和ｅ３趋于０，因此 ＳｐｒｏｔｔＣ系统和 ＳｐｒｏｔｔＦ系
统之间的同步就达到了．
２．２　数值模拟

在这一节，使用 ＭＡＴＬＡＢ语言来进行数值模
拟，用四阶五级ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａＦｅｌｈｂｅｒｇ法解微分方程
（７）、（８）和（１０），参数的值分别选为 ａ＝１，ｂ＝－１，
ｃ＝０．５．这时，两个系统都出现混沌行为．驱动和响
应系统的初始条件分别为ｘ１（０）＝１．５，ｙ１（０）＝０，
ｚ１（０）＝１．５和 ｘ２（０）＝０，ｙ２（０）＝１，ｚ２（０）＝１，
ＳｐｒｏｔｔＦ系统被控制到ＳｐｒｏｔｔＣ系统，如图３所示．

图３　两个不同的Ｓｐｒｏｔｔ混沌系统的同步图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳｐｒｏｔｔｓｙｓｔｅｍｓ

３结论

通过对ＳｐｒｏｔｔＣ系统和ＳｐｒｏｔｔＦ系统进行混沌
控制与同步的研究，使用线性反馈方法把两个混沌

系统的轨线控制到各自的每一个平衡点，并用数值

２３３
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模拟的方法进行证实；用主动控制的方法使这两个

不同的混沌系统达到完全同步，同样用数值模拟证

明了该方法的有效性．
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