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摘要　研究了一类具有双面约束单点摩擦的单自由度多体系统动力学方程的算法问题．首先给出了系统的

动力学方程，该方程具有很强的非光滑性，不能应用已有的一些光滑系统的数值方法研究系统的动力学特

性．因此，本文利用方程的特点和所求变量的物理含义，给出了一种简便的数值计算方法．该方法的计算效

率和精度与迭代法相比均较高．
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引 言

考虑干摩擦多体系统动力学的研究属于非光

滑多体系统动力学的研究范畴，已有十多年的历

史．所谓非光滑多体系统是指其动力学方程关于状
态变量或时间不连续．产生不连续的原因主要有：
摩擦、碰撞、控制器等［１３］．由于方程的不连续，给数
值计算带来很多困难，已有的一些光滑系统的数值

方法不能直接应用到非光滑多体系统．
为研究含摩擦多体系统动力学的数值算法，人

们首先研究具有单面约束的多体系统［４］，如文献

［３］应用线性互补方法给出了考虑干摩擦多体系
统的数值算法，文献［５］应用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
建立了含摩擦单面约束的多体系统动力学方程，并

给出了相应的算法；由于系统中含摩擦的约束面是

单面，因此可以将用于光滑系统的数值算法推广到

非光滑系统．文献［１，６］研究了具有含摩擦双面约
束多体系统，给出了一种迭代方法，可分析系统的

动力学特性；但是该方法在数值迭代时会出现不收

敛，特别是在不连续点处不收敛或收敛速度慢．本
文对一类具有双面约束单点摩擦的单自由度多体

系统动力学方程的结构进行了分析，利用方程的特

点，给出了一种计算方法；该方法可以避免迭代，提

高计算效率和计算精度．

１　动力学方程的特点与算法

对于具有双面约束单点摩擦的单自由度多体

系统动力学方程，可用质点系动力学普遍定理建

立．该方程可表示成：
Ａ̈ｑ＋Ｂ＋｜ａ̈ｑ＋ｂ｜Ｃｓｇｎ（ｘ）＝０ （１）

其中：Ａ，Ｂ，Ｃ，ａ，ｂ，ｘ均是广义坐标ｑ和广义速度的
函数ｑ，ｓｇｎ（ｘ）为ｘ的符号函数．方程（１）是非线性
常微分方程，由于方程中含有绝对值，因此不能用

现有的数值方法求解．若系统中没有奇异位置，或
不在奇异位置附近运动，则方程（１）有：Ａ＞０，ａ＞
０，利用该性质，可以将方程（１）简化．设：

ｙ＝ａ̈ｑ＋ｂ （２）
则方程（１）可表示成：

Ａ１ｙ＋Ａ２｜ｙ｜＋Ａ３＝０ （３）
其中：Ａ１＝Ａ／ａ，Ａ２＝Ｃｓｇｎ（ｘ），Ａ３＝Ｂ－Ａｂ／ａ．由于
方程（３）中的ｙ的物理含义为约束面的法向力，因
为是双面约束，因此当 ｙ＞０时表示滑块与约束面
的一侧接触，当ｙ＜０时，表示滑块与约束面的另一
侧接触，当ｙ＝０时表示滑块不与约束面接触．因此
方程（３）的解是单值的．方程（３）的算法如下：

Ｉｆ　Ａ１＋Ａ２≠０　ａｎｄ　Ａ３／（Ａ１＋Ａ２）＜０　ｔｈｅｎ
　　ｙ＝－Ａ３／（Ａ１＋Ａ２）＞０
Ｉｆ　Ａ１－Ａ２≠０　ａｎｄ　Ａ３／（Ａ１－Ａ２）０　ｔｈｅｎ
　　ｙ＝－Ａ３／（Ａ１－Ａ２）０

根据上述算法可计算出 ｙ值，再根据式（２）求出广
义加速度

ｑ̈＝（ｙ－ｂ）／ａ＝ｆ（ｑ，ｑ，ｔ） （４）
然后再应用常微分方程的数值计算方法求解方程

（４）．值得指出的是，应用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程求
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解该类问题时，也会遇到求解方程 （３）的问题，那
时方程 （３）中的代表具有摩擦约束的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘
子．关于这方面的问题将另文讨论．

２　算例

具有双面约束单点摩擦的单自由度多体系统

如图１所示．设圆盘对 Ｏ轴的转动惯量为 Ｊ，半径
为Ｒ，其上作用有力偶，力偶矩为 Ｍ＝Ｍｍａｘｓｉｎωｔ；滑
块Ｂ的质量为 ｍ１（视为质点），质量为 ｍ２长为 Ｒ
的均质杆用铰链与其他物体连接，系统在铅垂平面

内运动，其惯性坐标系的建立如图１所示，ｙ轴铅
垂向上．弹簧的刚度系数为 ｋ，θ＝０时，弹簧未变
形．滑块与滑道间的滑动摩擦系数为 μ，滑块与滑
道之间有微小间隙．ｙ１为滑块 Ｂ的坐标，ｘ２，ｙ２为
杆ＡＢ的质心坐标，Ｊ２为杆 ＡＢ相对质心的转动惯
量．系统的动能为：

图１　圆盘滑块机构
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作用在系统上的元功之和为：

　∑δＷ＝－ｍ１ｇｙ１ｄｔ－ｍ２ｇｙ２ｄｔ－ｋｙ１ｙ１ｄｔ＋Ｍθ
·

ｄｔ－

｜ＦＮ｜μｙ１ｓｇｎ（ｙ１）ｄｔ＝－ｍ１ｇ２Ｒθ
·

ｓｉｎθｄｔ－

ｍ２ｇ
３Ｒ
２θ
·

ｓｉｎθ－４Ｒ２ｋ（１－ｃｏｓθ）θ
·

ｓｉｎθｄｔ＋

Ｍθ
·

ｄｔ－｜ＦＮ｜μ２Ｒθ
·

ｓｉｎθｓｇｎ（θ
·

ｓｉｎθ）ｄｔ
｜ＦＮ｜μ为约束作用在滑块 Ｂ上的摩擦力，ＦＮ为约
束作用在滑块 Ｂ上的法向约束力，当 ＦＮ＞０时表
示该约束力与ｘ轴同向，反之相反．应用动能定理
的微分形式ｄＴ＝∑δＷ有：
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由方程（６）解出ＦＮ代入方程（５）得：
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当系统不在奇异位置 θ＝±π２附近运动时，即 θ∈

（－π２，
π
２），方程 （７）中的 Ａ＞０，ａ＞０，因此方程

（７）就可以用本文给出的方法进行数值求解．

１２３
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本算例有关参数为：Ｊ＝０．２５ｋｇ·ｍ２，Ｒ＝０．５ｍ，
ｍ１＝１ｋｇ，ｍ２＝２ｋｇ，ｋ＝１０ｋｇ／ｍ，ω＝５ｒａｄ／ｓ，μ＝０．５，

Ｍｍａｘ＝２．０ｋｇ·ｍ
２．

情形 １　当摩擦系数 μ＝０．０，作用在圆盘的力偶
Ｍｍａｘ＝０．０ｋｇ·ｍ时，该机构为保守系统，若其初始

状态θ＝０．５ｒａｄ，θ
·

＝０．０ｒａｄ／ｓ时机构作等幅周期运
动．图２为圆盘转角的时间历程，图３为约束作用
在滑块Ｂ上的法向支承力ＦＮ的时间历程．

图２　θ的时间历程

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｄｉｓｋθ

图３　ＦＮ的时间历程

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｆｏｒｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆＦＮ

情形２　当摩擦系数 μ＝０．５，作用在圆盘的力偶
Ｍｍａｘ＝０．０ｋｇ·ｍ时，该机构在耗散力（摩擦力）的
作用下，其运动的幅值逐步减小．图４为圆盘转角

θ的时间历程，图５为约束作用在滑块 Ｂ上的法向
支承力ＦＮ的时间历程．

图４　θ的时间历程

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｄｉｓｋθ

图５　ＦＮ的时间历程

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｆｏｒｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆＦＮ

情形３　当摩擦系数 μ＝０．５，作用在圆盘的力偶
Ｍｍａｘ＝２．０ｋｇ·ｍ时，该机构的稳态运动为周期运
动．图６为圆盘转角 θ的时间历程，图７为约束作
用在滑块Ｂ上的法向支承力ＦＮ的时间历程．

图６　θ的时间历程

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｄｉｓｋθ

图７　ＦＮ的时间历程

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｆｏｒｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆＦＮ

图５和图７，为支承力 ＦＮ的时间历程图，由于
摩擦力与速度方向相反，当滑块的速度变向时，摩

擦力发生突变，支承力ＦＮ也发生突变．
上述数值计算结果与定性分析的结果相吻合，

说明本文给出的方法是有效的．由于本文给出的方
法无需对方程（１）进行迭代，因此避免了由于不连
续点的存在，使得数值迭代不收敛的问题，既提高

了计算精度也提高了计算速度．

２２３
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３　结论

本文应用动力学普遍定理建立了一类具有双

面约束单点摩擦的多体系统动力学方程，该方程中

既有符号函数又有绝对值符号，具有很强的非光滑

性，反映了具有双面约束单点摩擦的多体系统动力

学方程的主要特征．本文根据方程的特点和方程中
具体表达的物理含义，给出了一种求解该类方程的

数值计算方法．该方法避免了迭代计算，因此既提
高了计算精度也提高了计算速度．

第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程是建立多体系统动力学
的普遍方法之一，也可用于研究具有双面约束单点

摩擦的多体系统动力学问题，由此得到的动力学方

程也具有方程 （１）的特征，关于这方面的研究将
另文讨论．
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