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轴向运动薄板非线性振动及其稳定性研究
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（中山大学应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　应用增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）研究轴向运动薄板横向非线性振动特性及其稳定性．通过Ｈａｍｉｌｔｏｎ原

理推导出了非惯性参考系下四边简支轴向运动薄板的横向振动微分方程，然后利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散运动

方程．对离散后的非线性方程组应用ＩＨＢ法进行非线性振动分析，研究了在固有频率之比ω２０／ω１０接近于３：１

情况下，外激励频率ω在 ω１０附近的具有内部共振的基谐波响应．最后用多元 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论分析了系统周期

解的稳定性，其中采用Ｈｓｕ方法来计算转移矩阵．通过对具体例子的数值计算，分别得到了自由振动和不同

外激励下的频幅相应曲线，通过对比运动梁模型和运动薄板模型的计算结果，分析了各种模型的适用范围．

关键词　轴向运动薄板，　非线性振动，　增量谐波平衡法，　内部共振，　Ｆｌｏｑｕｅｔ理论

引 言

自然界和工程技术中，轴向运动体系的非线性

振动十分普遍，它广泛存在于军事、航空航天、土

木、机械、电子等工程中．具有高速轴向运动的磁
带、缆绳、动力传输带、锯片、平动电梯等的横向振

动，都是轴向运动体系非线性振动的典型例子．
国际上对轴向运动体系非线性振动的研究已

经成为热点，Ｗｉｃｋｅｒｔ等［１］全面评论了直至 １９８８
年以前的研究工作，用模态分析和格林函数方法分

析了轴向运动梁的运动特征；Ｐｅｌｌｉｃａｎｏ等［２］对２０００
年以前的研究工作也作了很好的综述；Ｕｌｓｏｙ等［３］

首次应用二维运动板模型来研究轴向运动体系．近
来，Ｃｈｅｎ等［４］研究了轴向运动粘弹性弦线和梁的

分叉以及混沌特性．Ｚｈａｎｇ等［５］研究了粘弹性运动

带参数激励的混沌动力学特性．Ｓｚｅ、陈树辉、黄建
亮他们］应用 ＩＨＢ方法和多维 Ｌ－Ｐ法，研究轴向
运动梁的基谐波、超谐波、次谐波和组合谐波的内

部共振问题［６－９］，在此基础上，本文拟用该方法研

究轴向运动板横向非线性振动特征，并分析其解的

稳定性．

１　运动方程

图１所示为轴向运动薄板的示意图．记板长ｌ，
宽ｂ，厚度为ｈ，假定薄板以恒速度ｃ沿轴向运动．

图１　轴向运动板以速度ｃ运动的示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｅｗｉｔｈｖｅｌｏｃｉｔｙｃ

如果我们考虑由大变形引起的几何非线性，则

由ＶｏｎＫａｒｍａｎ非线性板理论可知，轴向运动薄板
的传输区域的总动能为：
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根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理有
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通过一系列变分运算并注意到应力应变关系，最后

可以得到：
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　ｈ（ｗ，ｔｔ＋２Ｖｗ，ｘｔ＋Ｖ
２ｗ，ｘｘ）－η

２（Ｆ，ｙｙｗ，ｘｘ＋

Ｆ，ｘｘｗ，ｙｙ－２Ｆ，ｘｙｗ，ｘｙ）＋ε（ｗ，ｘｘｘｘ＋２η
２ｗ，ｘｘｙｙ＋

η４ｗ，ｙｙｙｙ）＝ｐｃｏｓωｔ （４）
和

Ｆ，ｘｘｘｘ＋２η
２Ｆ，ｘｘｙｙ＋η

４Ｆ，ｙｙｙｙ＝

　－６（１－Ｖ２）η２εＬ［ｗ，ｗ］ （５）
其中无量纲量

ｗ＝珘ｗ／ｈ，ｘ＝珓ｘ／ｌ，ｙ＝珓ｙ／ｂ，η＝ｌ／ｂ，

ε＝Ｄ／（Ｔｌ２），Ｆ＝Ｆ
～
／（Ｔｌ２），ｐ＝珓ｐｌ２／（Ｔｈ）

ω＝珟ω （ρｈｌ２）槡 ／Ｔ，ｔ＝ｔ～ Ｔ／（ρｈｌ２槡 ），Ｖ＝ｃ（ρｈ）槡 ／Ｔ．

珘ｗ为横向位移，Ｆ
～
为应力函数，珓ｐｃｏｓ珟ωｔ～为垂直施加

在板面上的外激励力，珓ｐ是 ｘ，ｙ的函数，η为板的
长宽比，ρ为密度，Ｅ为杨氏模量，Ｔ为轴向拉力密
度，板抗弯刚度Ｄ＝Ｅｈ３／［１２（１－ｖ２）］．

板周围四边简支，边界条件为：

在ｘ＝０和ｘ＝１简支，有水平拉力Ｔ
ｗ＝０和ｗ，ｘｘ＝０ （６）

Ｆ，ｙｙ＝０和Ｆ，ｘｙ＝０ （７{ ）

在ｙ＝０和ｙ＝１简支，无边界力
ｗ＝０和ｗ，ｙｙ＝０ （８）

Ｆ，ｘｘ＝０和Ｆ，ｘｙ＝０ （９{ ）

２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

我们采用分离变量法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ过程来离散
运动方程和边界条件，为此，令

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑
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ｉ＝１
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为方便讨论，以下的公式推导和计算中取 Ｍ＝Ｎ＝
２（算例表明 Ｍ＝Ｎ＝２已足够反映系统的响应特
性）．显然，试函数（１０）（１１）完全满足边界条件，所
以将式（１０）（１１）代入方程（４）（５），应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法
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　ｐｃｏｓωｔ］ｓｉｎ（ｊπｘ）ｓｉｎ（πｙ）ｄｘｄｙ＝０ （１３）
完成积分可以得到：

Ｍｑ̈＋Ｇｑ＋Ｋｑ＋Ｋ３（ｑ）ｑ＝Ｐｃｏｓωｔ （１４）

其中：ｑ＝｛ｑ１，ｑ２｝
Ｔ，ｐ＝｛ｐ１，ｐ２｝

Ｔ，Ｍ为质量矩阵，
Ｇ为与陀螺力相关的矩阵 ，Ｋ为线性刚度矩阵 ，
Ｋ３（ｑ）为非线性刚度矩阵．各矩阵的分量分别为：

　Ｍ＝
１　０( )０　１

，Ｇ＝
０ －１６Ｖ／３

１６Ｖ／( )３ ０

　Ｋ＝π２
π２ε（１＋η２）２＋１－Ｖ２ ０

０ π２ε（４＋η２）２＋４－４Ｖ( )２
Ｋ３（ｑ）显式表达过于复杂，这里不再详细列出．方
程组（１４）的第一个特点是质量矩阵Ｍ为对称矩阵
而Ｇ为反对称矩阵，这表明该系统是陀螺系统；第
二个特点是该系统只含有立方非线性项而不含有

平方非线性项．

３　增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）

本文应用ＩＨＢ法研究轴向运动薄板横向非线
性振动，该方法非常适合用来定量求解类似方程

（１４）的系统：
Ｍｑ̈＋Ｃｑ＋Ｋｑ＋Ｋ３（ｑ）ｑ＝Ｆｃｏｓｎωｔ （１５）
引入新的时间变量τ，令
τ＝ωｔ （１６）

那么方程（１５）变为
ω２Ｍｑ＂＋ωＣｑ′＋Ｋｑ＋Ｋ３（ｑ）ｑ＝Ｆｃｏｓｎτ （１７）
ＩＨＢ法的第一步骤就是 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ的

增量过程．令 ｑ０和 ω０表示振动过程中的某一状
态，则其邻近的状态可以表示为增量的形式

ｑ＝ｑ０＋Δｑ，　ω＝ω０＋Δω （１８）
将表达式（１８）代入方程（１７）略去高阶项，便得到
矩阵形式的增量方程

ω２０ＭΔｑ
＂＋ω０ＣΔｑ

′＋（Ｋ＋３Ｋ３）Δｑ＝

　Ｒ－（２ω０Ｍｑ
＂
０＋Ｃｑ

′
０）Δω （１９）

Ｒ＝Ｆｃｏｓｎτ－［ω２０Ｍｑ
＂
０＋ω０Ｃｑ

′
０＋

　Ｋｑ０＋Ｋ３（ｑ０）ｑ０］ （２０）
Ｒ是误差向量，当ｑ０，ω０为准确解时，其值为零．

ＩＨＢ法的第二步骤就是谐波平衡过程．为此把
和展开成傅里叶级数

ｑｊ０＝∑
ｎｃ

ｋ＝１
ａｊｋｃｏｓ（ｋ－１）τ＋∑

ｎｓ

ｋ＝１
ｂｊｋｓｉｎｋτ＝ＣｓＡｊ（２１）

Δｑｊ＝∑
ｎｃ

ｋ＝１
Δａｊｋｃｏｓ（ｋ－１）τ＋∑

ｎｓ

ｋ＝１
Δｂｊｋｓｉｎｋτ＝ＣｓΔＡｊ

（２２）

５１３
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其中：

Ｃｓ＝［１，ｃｏｓｔ，ｃｏｓ（ｎｃ－１）ｔ，ｓｉｎｔ，Ｌ，ｓｉｎｎｓｔ］，
于是，

ｑ０＝ＳＡ，　Δｑ＝ＳΔＡ （２３）

其中，Ｓ＝ｄｉａｇ［Ｃｓ，Ｃｓ］，Ａ＝［Ａ１Ａ２］
Ｔ，ΔＡ＝［ΔＡ１ΔＡ２］

Ｔ，

将式（２３）代入公式（１９）并应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ过程，可
以得到以ΔＡ，Δω表示的线性方程组．

Ｋ
－

ｍｃΔＡ＝Ｒ
－
－Ｒ
－

ｍｃΔω （２４）
其中

Ｋ
－

ｍｃ ＝∫
２π

０
ＳＴ［ω２０ＭＳ

＂＋ω０ＣＳ
′＋

　（Ｋ＋３Ｋ３）Ｓ］ｄτ

Ｒ
－
＝∫

２π

０
ＳＴ［Ｆｃｏｓｎτ－（ω２０ＭＳ

＂＋ω０ＣＳ
′＋

　ＫＳ＋Ｋ３Ｓ）］Ａｄτ

Ｒ
－

ｍｃ ＝∫
２π

０
ＳＴ（２ω０ＭＳ

＂＋ＣＳ′）ｄτＡ

方程（２４）是一个线性方程组，其未知量的数目比
方程数目多一个，因此求解时必须选定其中一个增

量作为控制增量．我们可以选择 Δω作为控制增
量；也可以把某一谐波的振幅 ａｉｊ或 ｂｉｊ作为控制增

量，人为给定Δａｉｊ或 Δｂｉｊ；还可以采用弧长法，选择
频率—振幅响应曲线中的弧长作为控制增量．具体
运算过程可参见文献［８］．

４　解的稳定性分析

周期解求出以后，其稳定性通常可以通过在其

上添加一个微小的扰动Δｑ来研究，即是：
ｑ＝ｑ０＋Δｑ （２５）

将式（２５）代入方程（１７），注意到 ｑ０本身满足方程
（１７），最后得到：

ω２ＭΔｑ＂＋ωＣΔｑ′＋（Ｋ＋３Ｋ３（ｑ））Δｑ＝０（２６）
于是所需要研究的问题就转化为研究线性常微分

方程（２６）的解的稳定性．我们可以采用多变量Ｆｌｏ
ｑｕｅｔ理论来分析其稳定性．

引入：

Ｘ＝［Δｑ，Δｑ′］Ｔ，Ｑ＝
０ Ｉ

Ｑ２１ －（１／ω）Ｍ－１[ ]Ｃ（２７）
Ｑ２１＝－

１
ω２
Ｍ－１（Ｋ＋３Ｋ３（ｑ））

方程（２６）可以写成：
Ｘ′＝Ｑ（τ）Ｘ （２８）

其中Ｉ是单位矩阵，０是空矩阵，Ｑ２１中的每一项都
是τ的周期函数，周期Ｔ＝２π／ω．

对方程（２８），必然存在一个基础解集
ｙｋ＝［ｙ１ｋ，ｙ２ｋ，…，ｙＮｋ］，ｋ＝１，２，…，Ｎ （２９）

其中，Ｎ＝２ｎ，ｎ为方程个数，在本文中为２．将此基
础解集用矩阵形式表示为：

Ｙ＝

ｙ１１ ｙ１２ Ｌ ｙ１Ｎ
ｙ２１ ｙ２２ Ｌ ｙ２Ｎ
Ｍ Ｍ Ｌ Ｍ
ｙＮ１ ｙＮ２ Ｌ ｙ













ＮＮ

（３０）

显然Ｙ满足方程：
Ｙ′＝Ｑ（τ）Ｙ （３１）

既然Ｑ（τ＋Ｔ）＝Ｑ（τ），于是 Ｙ（τ＋Ｔ）也是一个基
础解集，因此

Ｙ（τ＋Ｔ）＝ＰＹ（τ） （３２）
其中Ｐ是非奇异的常数矩阵，我们称为转换矩阵．

依据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，系统的稳定性判据跟矩阵
Ｐ的特征值有关．如果所有Ｐ的特征值的绝对值都
小于１，那么运动是可实现的，解是稳定的；否则运
动是不可实现的，解是不稳定的．

由式（３２）容易得出：
Ｐ＝Ｙ（Ｔ） （３３）
为了进一步讨论，我们采用Ｈｓｕ方法来计算矩

阵Ｐ．假设每个周期 Ｔ都被划分成相等的 Ｎｋ个间
隔，那么第ｋ个间隔就可以表示为 Δｋ＝τｋ－τｋ－１，
在此间隔中，周期系数矩阵 Ｑ（τ）可以被常系数矩
阵Ｑｋ取代

Ｑｋ ＝
１
Δｋ∫

τｋ

τｋ－１
Ｑ（ζ）ｄζ （３４）

最终转换矩阵Ｐ可以用下面的算式计算得到

ｐ＝Ｙ（Ｔ）＝Π
Ｎｋ

ｉ＝１
［Ｉ＋∑

Ｎｊ

ｊ＝１

（ΔｉＱｉ）
ｊ

ｊ！ ］ （３５）

５　算例

下面应用上述方法研究具体算例．取运动薄板
具体参数如下：

ｌ＝１ｍ，ｂ＝０．２５ｍ，ｈ＝０．００３ｍ，ｖ＝０．３，
Ｅ＝２×１０１１Ｐａ，ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，Ｔ＝４×１０４Ｎ／ｍ

则有无量纲参数ε＝０．０１２３６，η＝４．
（１）线性模态分析

首先进行线性模态分析以确定临界速度 Ｖｃｒ．
通过方程

６１３
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Ｄｅｔ［λ２Ｍ＋λＧ＋Ｋ］＝０ （３６）
可以方便求出派生系统特征值 λ＝σ＋ｉω，其虚部

ω即系统固有圆频率．速度为０时特征值λ为纯虚
数，随着轴向速度的不断增大，在某一速度的时候，

λ不再是纯虚数，该速度就是系统的临界速度．
图２为不同轴向速度下的系统第一阶特征值

实部和虚部的变化情况，显然可知系统临界速度

Ｖｃｒ＝３．６３３４．

图２　系统初阶特征值随轴向速度变化情况

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｖｅｒｓｕｓａｘｉａｌｍｏｖｉｎｇｓｐｅｅｄｃ

（２）频率—振幅响应曲线
为了便于讨论，我们取轴向速度 Ｖ＝３．１５，由

方程（３６）可得到系统前两阶线性固有频率为 ω１０
＝７．３８４４２，ω２０＝２４．８４１９，ω２０／ω１０≈３，此时系统将
会产生内部共振．

首先讨论无外激励的自由振动（ｐ１＝ｐ２＝０）情
况．因为该系统具有陀螺系统特性，此时公式（２１）

中，第一个变量 ｑ１０不包含正弦谐波，即 ｂ１ｋ＝０，而

第二个变量 ｑ２０不包含余弦谐波，即 ａ２ｋ＝０．另外，

由于系统只含三次非线性，故 ｑ１０只包含余弦的奇

次谐波项，ｑ２０只包含正弦的奇次谐波项．即 ａ１，２ｋ＝

０，ｂ２，２ｋ＝０，ｋ＝０，１，２，Ｌ．即公式（２１）成为：

ｑ１０＝∑
ｎｃ

ｋ＝０
ａ１，（２ｋ＋１）ｃｏｓ［（２ｋ＋１）τ］ （３７）

ｑ２０＝∑
ｎｓ

ｋ＝０
ｂ１，（２ｋ＋１）ｓｉｎ［（２ｋ＋１）τ］ （３８）

图３所示为当ｎｃ＝ｎｓ＝２时自由振动的频率—

振幅响应曲线，这里列出了 ａ１１和 ｂ２３的响应情况，

对于其他两个振幅，ｂ２３同 ａ１１的响应曲线类似，而

ａ１３同ｂ２３则符号相反．
从图３中可以看出，系统的自由振动有两组

解：第一组解ａ１１＝０；ｂ２３≠０，即ａ１１图中的水平线直
线和ｂ２３图中 ａ１１＝０的曲线，此时系统的响应全部
在正弦谐波项 ｂ２３上；第二组解 ａ１１≠０；ｂ２３≠０，在
ｂ２３图中对应 ａ１１≠０的曲线，在这种情况下 ａ１１明显
大于ｂ２３，系统的响应主要在余弦谐波项ａ１１上．

图３　当ω≈ω１０，ｐ１＝ｐ２＝０时的自由振动

——— 稳定解；＋ ＋不稳定解

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅａｓ

ω≈ω１０，ｐ１＝ｐ２＝０，———ｓｔａｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；＋ ＋ｕｎｓｔａｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

在图３中用不同的曲线类型标示了解的稳定性，可
以看出在８．６１４６４６＜ω＜９．５７８８８３的区间上，运动
板的稳定解出现在第一组解上，而在其他区间上，

该系统第二组解是稳定的，第一组解是不稳定的．
下面考虑加上外激励力的强迫振动情况，外激

励频率 ω在 ω１０附近时，系统存在基谐波响应，为
了更好地反映这种特性，我们把强迫力集中在第一

谐波项，取ｐ２＝０．图４所示为系统的外激励力ｐ１＝
５，ｐ２＝０时频率—振幅响应曲线．

从图４可以看出，在此情况下，系统有三个解，
响应曲线相当复杂，几乎每个解都有 Ｕ拐点，有个
解还跨越了上下两个相平面．从图４还可以看出上
下两个相平面都发生了明显的内部共振，也即是当

ω在ω１０附近时，两个基本模态 ａ１１和 ｂ２３振幅的大
小互相转换，能量发生了传递．一般来说，在多自由
度系统中，当激励频率只与第一阶模态重合时，虽

然各阶模态是耦合的，甚至有内共振存在，它与其
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他高阶模态的影响也可以忽略；然而在该系统中，

由于陀螺项的影响，虽然激励频率只与第一阶模态

重合，但系统已经发生了剧烈的内共振，它与高阶

模态之间相互影响已经不能忽略．
值得指出的是，通过对不同外激励力振幅情况

下相应的计算可以发现当激励力超过一定的临界

值时，发生于下相平面的内部共振就会消失．例如
当外激励力ｐ１＝１５时系统在下相平面内的内部共
振就会消失，没有发生振幅大小互相转换的过程；

同时也没有解穿越上下两个相平面．

图４　当ω≈ω１０，ｐ１＝５，ｐ２＝０时的基谐波响应

——— 稳定解；＋ ＋不稳定解

Ｆｉｇ．４　Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅａｓω≈ω１０，ｐ１＝５，ｐ２＝０

———ｓｔａｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；＋ ＋ｕｎｓｔａｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

（３）板模型与梁模型的适用范围讨论
对于轴向运动物体的研究，一般有两类模型：

①一维的运动梁模型或者运动弦模型；②二维
的运动板模型或者运动网膜模型．下面对两类模型
的适用范围做简单探讨．

我们以轴向运动物体横向振幅的最大值 ｗｍａｘ／
ｈ作为比较参数，图５所示为不同长宽比条件下用
两种模型计算结果的相对误差．

从图５可以看出，在长宽比比较小的时候，两
种模型差别显著，但是随着长宽比的增加，两种模

型的计算结果差别迅速减小，当长宽比 ＞１０以后，
两种模型计算结果基本一致，误差在５％以内．由

此可见，当轴向运动物体长宽比 ＞１０的时候，可选
用较简单的运动梁模型计算而不致引起显著误差；

在轴向运动物体长宽比 ＜１０的时候，应选用运动
板模型计算，否则就会引起显著误差．

图５　不同长宽比时两种模型计算结果比较

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏ

６　结 论

通过Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导出了轴向运动薄板横
向非线性振动的运动方程，轴向运动板是只具有立

方非线性的陀螺系统．增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）是
求解轴向运动板的非线性振动的有效方法，优点是

可以方便地追踪复杂非线性频幅响应曲线．系统解
的稳定性可以用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论和Ｈｓｕ方法研究．

当激励力频率在第一阶固有频率附近时，系统

存在基谐波响应，有两组解，频幅响应曲线比较复

杂．与轴向运动梁系统类似，当 ω２０／ω１０≈３时系统
存在内部共振现象，内共振情况与激励力振幅大小

有关，当激励力振幅比较小时，系统在上下两个相

平面存在内部共振，但当激励力振幅超过一定临界

值，下相平面的内部共振消失．

运动梁模型适用于长宽比较大的轴向运动物

体，当轴向运动物体长宽比 ＜１０的时候，应选用运
动板模型以避免较大的模型误差．
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