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考虑几何非线性和热效应的刚柔耦合系统

的频域特性研究
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摘要　研究温度场中旋转刚体－梁系统的刚－柔耦合动力学特性．考虑几何非线性和热效应，从精确的应变

－位移关系式出发，用虚功原理和有限单元法建立了旋转刚体－梁系统的刚－柔耦合动力学方程．由于非线

性刚度阵与变形的高次项有关，将非线性刚度阵的各元素表示为广义坐标阵和常值阵的乘积．数值计算表明，

该方法可避免重复积分，提高计算效率．在此基础上研究了在温度递增的情况下几何非线性对系统的刚－柔

耦合动力学特性的影响，用频谱分析方法研究了系统的固有频率随中心刚体转动惯量和温度的变化．

关键词　几何非线性，　热效应，　刚－柔耦合系统

引 言

在机械制造、航空和航天领域，许多运动部件

在高温环境中工作．受内热源和表面热源的影响，
热膨胀引起柔性梁的纵向变形，热冲击对系统动力

学特性的影响不容忽视．Ｊｏｈｎｓｔｏｎ和 Ｔｈｏｒｎｔｏｎ［１］研
究了热效应对航天器姿态动力学的影响．Ｊｏｈｎｓｔｏｎ
在建模过程考虑了刚体运动和弹性变形的耦合，但

是基于线弹性假设，忽视了几何非线性效应．
近十年来，基于几何非线性的柔性多体系统的

混合坐标建模方法取得了一定的进展．Ｗａｌｌｒａｐｐ
等［２］用初应力法建立了旋转运动梁的动力学方程；

笔者［３］通过引入轴向变形，在纵向变形与轴向变形

的关系式中考虑了横向变形关于ｘ的偏导数的二次
积分项，在考虑非线性的同时实现了对弹性势能项

的线性化，提出了柔性多体系统的一次近似模型．杨
晖等［４］通过刚柔耦合实验验证了一次近似模型的正

确性．初应力法和一次近似模型成功地解释了高速
旋转梁的动力学刚化效应，但是初应力法和一次近

似方法在应变描述和变形位移描述方面做了近似，

从而忽视了动力学方程中的高次项，仅适用于小变

形问题．Ｅｓｃａｌｏｎａ，Ｈｕｓｓｉｅｎ和 Ｓｈａｂａｎａ［５］，Ｂｅｒｎｅｒｉ和
Ｓｈａｂａｎａ［６］用绝对节点坐标法研究了大变形柔性多
体系统的非线性效应，从精确的应变关系式出发建

立了柔性多体系统的非线性模型，但是绝对节点坐

标法在广义坐标中仅包含节点的绝对位移坐标，无

法直接计算刚体运动变量和节点的弹性变形．
本文考虑热效应，对旋转刚体－梁系统提出了

基于几何非线性的混合坐标建模方法．从精确的应
变－位移关系式出发，用虚功原理建立了旋转刚体
－梁系统的刚－柔耦合动力学方程．由于考虑了动
力学方程中变形位移的高次项，既适用于小变形问

题，又适用于大变形问题．将非线性刚度阵的各元
素表示为广义坐标阵和常值阵的乘积，提高了非线

性刚度阵的计算效率．对旋转刚体－简支梁系统进
行了仿真计算，研究了在环境温度和旋转刚体转动

惯量变化的情况下，几何非线性项对刚柔耦合动力

学特性的影响，在此基础上用频谱分析方法对温度

场中旋转刚体－简支梁系统的频域特性进行分析．

１　运动学描述

图１为温度场中带有卷簧的旋转刚体梁系统．

图１　温度场中旋转刚体－梁系统
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第４期 崔麟等：考虑几何非线性和热效应的刚柔耦合系统的频域特性研究

如图所示，平面梁的 Ａ端和 Ｂ端与旋转刚体铰接．
卷簧的刚度为 Ｋ０．

建立惯性基Ｏ－Ｘ０Ｙ０和浮动基 Ａ－ＸｂＹｂ，梁上
任意点ｋ的绝对位移矢量在可以表示为

ｒ＝Ａ（ｒ０＋ξ）＝Ａ（ｒ０＋ξ０＋Ｕ） （１）
其中，ｒ０为浮动基原点 Ａ相对惯性基的位移矢量

ｒ０在浮动基下的坐标阵，ξ０，ξ分别为 ｋ点在变形

前和变形后相对于浮动基的位移矢量 ξ


０，ξ

在浮动

基下的坐标阵，Ｕ为变形位移矢量 Ｕ

在浮动基下

的坐标阵．设Ａ为浮动基相对惯性基的方向余弦矩
阵，ｒ０，ξ０和Ｕ分别表示为

ｒ０＝
Ｒ[ ]０，　ξ０＝[ ]ｘｙ，　Ｕ＝

ｕ－ｙｖ′[ ]　ｖ
（２）

其中，（ｘ，ｙ）为 ｋ点变形前相对于浮动基的位移坐
标，符号 （’）表示对坐标 ｘ取偏导数，如 ／ｘ；而
ｕ，ｖ表示梁中轴线上对应点的纵向和横向变形．对
（１）式关于时间求导，ｋ点的绝对速度和加速度在
惯性基下的坐标阵为

ｒ＝ＡＵ
·

＋θ
·

ＡＩ
～
（ｒ０＋ξ０＋Ｕ） （３）

ｒ̈＝ＡＵ¨＋２θ
·

ＡＩ
～
Ｕ
·

－θ
·２Ａ（ｒ０＋ξ０＋Ｕ）＋

　θ¨ＡＩ
～
（ｒ０＋ξ０＋Ｕ） （４）

ｋ点的位移变分为

δｒ＝ＡδＵ＋δθＡＩ
～
（ｒ０＋ξ０＋Ｕ） （５）

２　刚－柔耦合动力学方程的建立

２．１　惯性力的虚功
设梁的材料为各向同性，基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

假设，不计剪切效应和偏心效应．用有限单元法对
方程进行离散．将梁等分成 ｎ个单元，设珋ｘ为Ｏｅ－
ＸｅＹｅ下中线上的点在变形前的 ｘ坐标，如图 ２所
示．ｘｅ为点 Ｏｅ在浮动基下的坐标，ｌｅ＝ｌ／ｎ为每个
梁单元的长度．

图２　单元的划分

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

中轴线的纵向和横向变形位移为

ｕ＝Ｎｅ１Ｐｅ，　ｖ＝Ｎｅ２Ｐｅ （６）
其中，Ｎｅ１，Ｎｅ２为型函数矩阵，Ｐｅ为单元节点变形位
移的坐标阵，可表示为Ｐｅ＝ＢｅＰ，Ｂｅ是布尔矩阵，而
Ｐ为总体节点变形位移的坐标阵．

由于均匀梁一次惯量矩为零，∫ＡｙｄＡ＝０，利用
⑶⑸式，惯性力的虚功为

δＷｉ＝∫ｖ－ρ（δｒＴ̈ｒ）ｄＶ－δθＪ０θ¨ ＝
　δｑＴ（－Ｍｑ̈＋Ｑｉ） （７）

其中ρ为梁的密度，Ｊ０为旋转刚体的转动惯量，ｑ＝

（θＰＴ）Ｔ为广义坐标矢量．广义质量阵和与惯性力
相关的广义力阵可表示为

Ｍ＝
Ｍ１１ Ｍ１２
Ｍ２１ Ｍ[ ]

２２

，　Ｑｉ＝
Ｑｉ１
Ｑｉ

[ ]
２

（８）

Ｍ１１＝Ｊ０＋Ｊ１１＋Ｊ１２＋２（ＲＹ１＋Ｚ１）Ｐ＋

　ＰＴ（Ｗ１１＋Ｗ２２）Ｐ （９）

Ｍ２１＝Ｍ
Ｔ
１２＝（ＲＹ

Ｔ
２＋Ｚ

Ｔ
２）＋（Ｗ２１－Ｗ１２）Ｐ，

Ｍ２２＝Ｗ１１＋Ｗ２２ （１０）

Ｑｉ１＝２θ
·
（ＲＹ１＋Ｚ１）ｐ２θ

·ＰＴ（Ｗ１１＋Ｗ２２）ｐ

（１１）
Ｑｉ２＝θ

·２（ＲＹＴ１＋Ｚ
Ｔ
１）＋θ

·２（Ｗ１１＋Ｗ２２）Ｐ－

　２θ·（Ｗ２１－Ｗ１２）ｐ （１２）
各常值阵为

Ｊ１１＝∫
ｌ

０
ρＡ（Ｒ＋ｘ）２ｄｘ，Ｊ２２＝ρｌＩ，Ｉ＝∫Ａｙ２ｄＡ（１３）

Ｗｍｋ ＝∑
ｎ

ｅ＝０
ＢＴｅ∫

ｌｅ

０
ρＡＮＴｅｍＮｅｋｄ珋ｘＢｅ，　ｍ，ｋ＝１，２

（１４）

Ｙｋ ＝∑
ｎ

ｅ＝０
∫
ｌｅ

０
ρＡＮｅｋｄ珋ｘＢｅ，　ｋ＝１，２ （１５）

Ｚｋ ＝∑
ｎ

ｅ＝０
∫
ｌｅ

０
ρＡ（ｘｅ＋珋ｘ）Ｎｅｋｄ珋ｘＢｅ，ｋ＝１，２ （１６）

２．２　弹性力的虚功
基于非线性弹性理论，非中轴线上任意一点的

弹性应变εｘ和热应变εｘｔ可表示为

εｘ＝ｕ
′＋１２（ｕ

′２＋ｖ′２）－ｙｖ＂，　εｘｔ＝αΔＴ （１７）

其中，α，ΔＴ分别表示热膨胀系数和温度变化．由于
ｕ′２ｖ′２，不计ｕ′２，应变和应力的表达式为

εｘ＝ｕ
′＋１２ｖ

′２－ｙｖ＂，

σｘ＝Ｅ（εｘ－εｘｔ）＝Ｅ（ｕ
′＋１２ｖ

′２－ｙｖ＂－αΔＴ）（１８）

９０３
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其中，Ｅ为梁的弹性模量．设环境温度为已知：Ｔ＝Ｔ
（ｔ），则δΔＴ＝０，δεｘｔ＝αεΔＴ＝０，弹性力的虚功为

δＷｆ＝－∫ｖδεｘσｘｄＶ－δθＫ０（θ－θ０） （１９）

其中，θ０为卷簧无变形时的角度．若令 Ｓ＝Ｎ
′Ｔ
ｅ２

ｐｅＮ
′
ｅ２，Ｓ

－＝Ｎ′Ｔ１ｅｐｅＮ
′
２ｅ，将方程 （１８）代入方程 （１９），

得到

　δＷｆ＝－δｐ
Ｔ（Ｋ０＋ΔＫ＋ΔＫｔ）ｐ＋

　δｐＴＦｔ－δθＫ０（θ－θ０） （２０）

其中，Ｋ０＝∑
ｎ

ｅ＝１
ＢＴｅＫｅ０Ｂｅ，Ｆｔ＝∑

ｎ

ｅ＝１
ＢＴｅＦｅｔ，ΔＫ＝∑

ｎ

ｅ＝１
ＢＴｅΔＫｅＢｅ，

ΔＫｔ＝∑
ｎ

ｅ＝１
ＢＴｅΔＫｅｔＢｅ．单元刚度阵 Ｋｅ０，ΔＫｅ，ΔＫｅｔ和单

元力阵Ｆｅｔ为

Ｋｅ０ ＝∫
ｌｅ

０
ＥＡＮ′Ｔｅ１Ｎ

′
ｅ１ｄ珋ｘ＋∫

ｌｅ

０
ＥＩＮ＂Ｔｅ２Ｎ

＂
ｅ２ｄ珋ｘ （２１）

ΔＫｅ＝
１
２∫

ｌｅ

０
ＥＡ（ｐＴｅＳｐｅ）Ｓｄ珋ｘ＋∫

ｌｅ

０
ＥＡ（Ｎ′ｅ１ｐｅ）Ｓｄ珋ｘ＋

　 １２∫
ｌｅ

０
ＥＡ（Ｎ′２ｅｐｅ）Ｓ

－
ｄ珋ｘ （２２）

ΔＫｅｔ＝∫
ｌｅ

０
ＥＡαΔＴＳｄ珋ｘ，

Ｆｅｔ＝∫
ｌｅ

０
ＥＡαΔＴＮ′Ｔｅ１ｄ珋ｘ （２３）

因此，弹性力的虚功和广义弹性力阵Ｑｆ为

δＷｆ＝δｑ
ＴＱｆ，

Ｑｆ＝
Ｑｆ１
Ｑｆ

[ ]
２

＝
　　Ｋ０（θ－θ０）

－（Ｋ０＋ΔＫ＋ΔＫｔ）ｐ＋Ｆ
[ ]

ｔ

（２４）

由于线性模型忽略了应变的二次项，应变和应力为

εｘ＝ｕ
′－ｙｖ＂，　σｘ＝Ｅ（ｕ

′－ｙｖ＂－αΔＴ） （２５）

此时，ΔＫ＝０，ΔＫｔ＝０．此外，非线性刚度阵 ΔＫｔ在
温度增高时为负，是导致简支梁软化的根本原因；

与ΔＫｔ相反，对于简支梁，非线性刚度阵 ΔＫ随着
横向变形的增大而增大，与简支梁的刚化有关．

２．３　刚－柔耦合动力学方程
体力做的虚功可以表示为

　δＷＶ ＝∫ＶδｒＴｆ０ｄＶ＝∫ＶδｒＴＡｆｄＶ （２６）

其中，ｆ＝［ｆ１，ｆ２］
Ｔ为体力矢量 ｆ在浮动基下的坐标

阵．将方程（５）和（６）代入到方程（２６）中，可得

δＷＶ＝δｑ
ＴＱＶ，设Ｅ１１＝∫

ｌ

０
ρＡ（Ｒ＋ｘ）ｄｘ，体力的广

义力阵为

ＱＶ＝［ｆθ　ｆ
Ｔ
ｐ］
Ｔ （２７）

ｆθ＝
１
ρ
［－ｆ１Ｙ２ｐ＋ｆ２（Ｅ１１＋Ｙ１ｐ）］，

ｆｐ＝
１
ρ
（ｆ１Ｙ

Ｔ
１＋ｆ２Ｙ

Ｔ
２） （２８）

由虚功原理，系统的刚－柔耦合动力学方程为

δＷｉ＋δＷｆ＋δＷＶ＝０ （２９）
将方程（７），（２０）和 （２６）代入到方程 （２９）中，根
据δｑ的独立性，动力学方程为

Ｍｑ̈－Ｑ＝０， （３０）
其中广义力阵为Ｑ＝Ｑｉ＋Ｑｆ＋ＱＶ．

３　旋转刚体－简支梁系统的仿真算例

旋转刚体－简支梁系统如图１所示．梁的几何
和材料特性为：密度ρ＝２．７６６７×１０３ｋｇ／ｍ３，弹性模
量Ｅ＝６．８９５２×１０１０Ｎ／ｍ２，横截面惯量矩 Ｉ＝８．２１８
×１０－９ｍ４，横截面面积Ａ＝７．３×１０－５ｍ２，梁的长度
ｌ＝４ｍ，热膨胀系数 α＝２．３５×１０－５１／Ｋ．Ｏ和 Ａ的
距离Ｒ＝０．５ｍ，旋转刚体的转动惯量 Ｊ０＝５ｋｇ·

ｍ２，卷簧刚度Ｋ０＝５００Ｎ·ｍ／ｒａｄ，卷簧无变形时的
角度为θ０＝０．体力不计．在本例中，由于简支梁的
两端变形位移均被约束所限制，温度增高引起的热

应变会引起梁的软化效应．温度变化规律为

ΔＴ（ｔ）＝
ΔＴｍｔ／ｔＴ　ｆｏｒ　０ｔｔＴ
ΔＴｍ　 　 ｆｏｒ　ｔ＞ｔ{

Ｔ

（３１）

其中ｔＴ＝０．０１ｓ，初始条件为 θ（０）＝０．１ｒａｄ，θ
·

（０）
＝０，ｐ（０）＝０，ｐ（０）＝０．边界条件为 ｕ（ｔ，ｘ＝０）＝
０，ｖ（ｔ，ｘ＝０）＝０，ｕ（ｔ，ｘ＝ｌ）＝０，ｖ（ｔ，ｘ＝ｌ）＝０．本
文采用Ｒｏｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法进行积分计算．相对容许误
差为１０－３，绝对容许误差为１０－６，时间积分的最大
步长为０．０００５Ｓ．

傅立叶级数及傅立叶变换是实现动态信号时

－频变换的基本方法．周期函数的傅立叶级数变换
将时域连续函数变为频域离散谱线，傅立叶变换则

将时域连续函数变为频域的连续谱．快速傅立叶变
换（ＦＦＴ）是离散傅立叶变换一种快速算法．当 ΔＴｍ
＝１ｋ时，图３和图４分别为用线性模型和非线性
模型计算得到的梁中点的横向变形的时间历程和

横向变形的ＦＦＴ频谱分析图．在 ＦＦＴ频谱图中，第
一个峰值点对应的频率值为第一阶频率，第二个峰

值点对应的频率值为第二阶频率．图中显示，在温
度增幅较小的情况下，由于非线性刚度阵 ΔＫ的刚
化作用大于ΔＫｔ的软化作用，非线性模型的横向振

０１３
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动频率高于线性模型，横向振动振幅小于线性模

型．频谱分析图表明，线性模型和非线性模型的低
阶频率基本相同，非线性模型的高阶频率明显要高

于线性模型．

图３　梁中点横向变形（ΔＴｍ＝１ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍ（ΔＴｍ＝１ｋ）

图４　梁中点横向位移的频谱分析图

（ΔＴｍ＝１ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．４　ＦＦＴＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｍｉｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ΔＴｍ＝１ｋ）

图５　梁中点横向变形（ΔＴｍ＝３ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍ（ΔＴｍ＝３ｋ）

图５，图６和图７，图８为当ΔＴｍ＝３ｋ和ΔＴｍ＝

６ｋ时对应的梁中点的横向变形和横向变形的 ＦＦＴ

频谱分析图．可以发现，随着 ΔＴ增高，ΔＫｔ的软化

效应逐渐体现出来，非线性模型的梁的横向振动频

率逐渐降低，振幅逐渐增大，而线性模型的横向振

动频率不变．可以发现，当温度升高到６ｋ时，ΔＫｔ
的软化效应愈加显著，热膨胀引起的压力增大到一

定程度导致梁中点横向位移越来越大，已经无法恢

复到原来的状态，出现了＂屈曲失稳＂现象．而线性
模型由于并没有考虑非线性刚度矩阵 ΔＫ和 ΔＫｔ
的影响，梁中点的横向位移并不因温度的改变而改

变，因此没有出现软化现象．

图６　梁中点横向位移的频谱分析图

（ΔＴｍ＝３ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．６　ＦＦＴＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｍｉｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ΔＴｍ＝３ｋ）

图７　梁中点横向变形（ΔＴｍ＝６ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍ（ΔＴｍ＝６ｋ）

图８　梁中点横向位移的频谱分析图

（ΔＴｍ＝６ｋ），＿线性模型，!非线性模型

Ｆｉｇ．８　ＦＦＴＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｍｉｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ΔＴｍ＝３６）

图９，图１０为在ΔＴｍ＝４ｋ的情况下，用非线性
模型计算得到的梁中点的横向变形的时间历程和

横向变形的 ＦＦＴ频谱分析图，旋转刚体转动惯量
分别为 Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ

２和 Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ
２．可以发现，

在温度变化相同的情况下，随着旋转刚体转动惯量
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的增大，横向振动的频率降低，横向振动的振幅也

相应减小．频谱分析表明，系统的一阶和二阶固有
频率都随旋转刚体转动惯量的增大而减小．可以发
现，在ΔＴｍ＝４ｋ的情况下，转动惯量为 Ｊ０＝１００Ｋｇ．

ｍ２时简支梁已经达到屈曲失稳状态，但是转动惯
量为Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ

２的系统的二阶频率仍大于０，因
此，随着旋转刚体转动惯量的增大，软化效应更加

显著．当Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ
２时，系统的频率特征已经趋

近于无刚体运动的情况，由此可以推断，在无刚体

运动时简支梁更容易达到屈曲失稳状态．

图９　梁中点横向变形（ΔＴｍ＝１ｋ），＿Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ２，!Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ２

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍ（ΔＴｍ＝１ｋ）

图１０　梁中点横向位移的频谱分析图

（ΔＴｍ＝４ｋ），＿Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ２，!Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ２

Ｆｉｇ．１０　ＦＦＴＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｍｉｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ΔＴｍ＝４ｋ）

表１和表２为 Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ
２和 Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ

２

时系统频率与温度变化的关系．从表中可以清楚地

发现，随着ΔＴｍ的增加，非线性模型的系统的第一

阶频率不变，而系统的第二阶频率逐渐降低，当 Ｊ０
＝５Ｋｇ．ｍ２时，系统的第二阶频率在 ΔＴｍ＝６ｋ时趋

于零，达到屈曲失稳的临界状态，而当 Ｊ０＝１００Ｋｇ．

ｍ２时，系统的第二阶频率在 ΔＴｍ＝４ｋ时才达到屈

曲失稳的临界状态．此外，表中显示，线性模型的第
二阶频率不随温度而变化．

表１　系统频率与温度变化的关系（Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ
２）

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｙｓｔｅｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｃｒｅａｓｅ（Ｊ０＝５Ｋｇ．ｍ
２）

Ｌｉｎｅａｒ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ΔＴｍ＝１Ｋ ΔＴｍ＝２Ｋ ΔＴｍ＝３Ｋ ΔＴｍ＝４ＫΔＴｍ＝５Ｋ

Ω１ １．１７ １．１７ １．１７ １．１７ １．１７ １．１７
Ω２ ６．６４ ７．４２ ７．０３ ６．８８ ６．６４ ５．８６

表２　系统频率与温度变化的关系（Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ
２）

Ｔａｂｌｅ２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｙｓｔｅｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｃｒｅａｓｅ（Ｊ０＝１００Ｋｇ．ｍ
２）

Ｌｉｎｅａｒ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ΔＴｍ＝１Ｋ ΔＴｍ＝２Ｋ ΔＴｍ＝３Ｋ

Ω１ ０．３９ ０．３９ ０．３９ ０．３９
Ω２ ５．４７ ４．６９ ３．５１ ２．７３

４　结论

本文在考虑热效应的前提下提出了基于几何

非线性的混合坐标建模方法，考虑了动力学方程中

变形位移的高次项，既适用于小变形问题，又适用

于大变形问题．对温度场中旋转刚体－简支梁系统

进行数值仿真，得到了以下结论：

１．非线性刚度项 Ｋ和 Ｋｔ分别是简支梁横向

变形引起的刚化和温度升高引起的软化的根本原

因，成功地揭示了梁刚化和软化效应的实质．

２．线性模型由于忽视非线性刚度阵的影响，无

法揭示梁的刚化和软化效应．

３．频谱分析表明，系统的一阶固有频率与温度

变化无关，而二阶固有频率随温度增高而降低，当

二阶固有频率趋于０时，出现屈曲失稳现象．软化

效应随旋转刚体的转动惯量增大而愈加显著．
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