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摘要　根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想，通过罗恩提出的一条简单而统一的新途径，系统地

建立了压电弹性厚板动力学的各类简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理．这种简化 Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理能反映动力学初值

－边值问题的全部特征．文中首先给出压电厚板动力学的广义虚功原理的表式，然后从该式出发，不仅能得

到虚功原理，而且通过所给出的一系列广义 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，还能系统地成对导出压电弹性厚板动力学的８

类、６类、４类变量简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理的互补泛函以及３类和２类变量简化Ｇｕｒｔｉｎ型势能形式的泛函．同

时，通过这条新途径还能清楚地阐明这些原理的内在联系．

关键词　压电弹性厚板，　动力学，　简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理，　对偶互补，　初值－边值问题

引 言

对于压电弹性动力学，Ｔｉｅｒｓｔｅｎ于１９６９年建立
了二类变量Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理［１］；Ｓａｎｄｈｕ和Ｐｉｓ
ｔｅｒ于 １９７１年建立了六类变量 Ｇｕｒｔｉｎ型变分原
理［２］；Ｏｄｅｎ和Ｒｅｄｄｙ于１９７６年建立了六类变量简
化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理［３］，但其泛函式中与初始条件

有关的项有明显错误；罗恩等人于１９９７年系统地
建立了虚功原理、互等定理和８类变量、６类变量、
４类变量与２类变量简化 Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理［４］，不

仅改正了Ｏｄｅｎ和 Ｒｅｄｄｙ在专著［３］中的错误，而且

给出了正确的泛函式．罗恩等人于２００２年又系统
地建立了有限变形压电弹性动力学的虚功原理和

各类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理［５］，这种新

的变分原理能反映这种动力学初值 －边值问题的
全部特征，从而克服了Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理不能反
映动力学初值－边值问题的全部特征的固有缺陷．
文［６，７］建立了压电弹性薄板动力学非传统 Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ型和简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理．

压电弹性厚板在智能结构中有广泛的应用．但
是，有关压电弹性厚板动力学的一些基本原理，如

虚功原理和能反映动力学初值 －边值问题的简化
Ｇｕｒｔｉｎ型和非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理还没有系
统建立．

根据古典阴阳互补和现代对偶互补［８］的基本

思想，首先给出一个压电厚板动力学的广义虚功

原理的表式，然后从该式出发，不仅能得到虚功原

理和互等定理，而且通过所给出的一系列广义Ｌｅｇ
ｅｎｄｒｅ变换，还能系统地成对导出压电弹性厚板动

力学的８类变量、６类变量、４类变量简化Ｇｕｒｔｉｎ型
变分原理的互补泛函以及 ３类和 ２类变量简化
Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理势能形式的泛函．并且，通过这
条途径还能清楚地阐明这些原理之间的内在联系．

１　基本方程

１．１　曲率和位移关系
对二维压电弹性矩形板，取与板中面重合的平

面作为ｘｙ坐标平面，忽略 σｚ和 Ｄｚ对变形及电场

的影响［８］，并设ｕｘ＝ｚψｘ，ｕｙ＝ｚψｙ，ｗ＝ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）．

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）为挠度，ψｘ，ψｙ分别为中面法线在 ｘｚ，ｙｚ

平面内的转角，ψｘ以从ｘ轴转９０
。 到ｚ轴的转向为

正，ψｙ以从ｙ轴转９０
。 到 ｚ轴的转向为正［９，１０］，因

此应变位移关系为εｘ＝ｕｘ／ｘ＝ｚψｘ，ｘ，εｙ＝ｕｙ／ｙ

＝ｚψｙ，ｙ，γｘｙ＝ｚ（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ），γｙｚ＝ｗ，ｙψｙ，γｚｘ＝ｗ，ｘ

ψｘ．由此可得曲率和位移关系

κｘ＝－ψｘ，ｘ，κｙ＝－ψｙ，ｙ，κｘｙ＝－（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ），

λｘ＝ｗ，ｙ－ψｙ，λｙ＝ｗ，ｘ－ψｘ （１）

式中κｘ，κｙ，κｘｙ为两剖面间的相对转角，λｘ，λｙ为变

形前垂直中面的法线在变形后与中面夹角的变化．
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１．２　速度位移关系

　ｖ＝ｗ／ｔ＝ｗ，ωｘ＝ψｘ／ｔ＝ψ
·

ｘ，ωｙ＝ψｙ／ｔ＝ψ
·

ｙ （２）

式中ωｘ，ωｙ分别为中面法线在ｘｚ，ｙｚ平面内的角速
度．
１．３　速度动量关系

ｐ＝ρｈｖ，Ｌｘ＝ρＩｚωｘ，Ｌｙ＝ρＩｚωｙ （３）

式中Ｉｚ为惯性矩，Ｉｚ＝ｈ
３／１２，Ｌｘ，Ｌｙ分别为中面法

线在ｘｚ，ｙｚ平面内的角动量，ｈ为板厚度．
动能密度Ｋ（ｖ，ωｘ，ωｙ）和余动能密度 Ｋ（ｐ，

Ｌｘ，Ｌｙ）分别为
Ｋ（ｖ，ωｘ，ωｙ）＝（ρｈｖｖ＋ρＩｚωｘωｘ＋ρＩｚωｙωｙ）／２，

Ｋ（ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ）＝（ｐｐ／ｈ＋ＬｘＬｘ／Ｉｚ＋ＬｙＬｙ／Ｉｚ）／（２ρ）
１．４　本构方程

忽略σｚ和 Ｄｚ对变形及电场的影响，由 σｚ，Ｄｚ
为零代入横观各向同性三维压电介质本构方程可

导出εｚ，Ｅｚ有关 εｘ，εｙ的函数表达式，即 εｚ＝－α
（εｘ＋εｙ）／ｒ，Ｅｚ＝β（εｘ＋εｙ）／ｒ，因此压电弹性厚板
的本构方程可表示为（带顶标 的^量为未就压电弹

性厚板的假定处理前的对应变量）：

σｘ＝κ１εｘ＋κ２εｙ；σｙ＝κ２εｘ＋κ１εｙ；

τｙｚ＝ｃ
ｔ
４４γｙｚ－ｅ

ｔ
１５Ｅ
＾
ｘ；τｘｚ＝ｃ

ｔ
４４γｘｚ－ｅ

ｔ
１５Ｅ
＾
ｘ；τｘｙ＝ｃ

ｔ
６６γｘｙ

Ｄ＾ｘ＝ｅ
ｔ
１５γｘｚ＋ｇ

ｔ
１１Ｅ
＾
ｘ；Ｄ
＾
ｙ＝ｅ

ｔ
１５γｙｚ＋ｇ

ｔ
２２Ｅ
＾
ｙ．

令

　Ｍｘ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｚσｘｄｚ，Ｍｙ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
ｚσｙｄｚ，Ｍｘｙ ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
ｚτｘｙｄｚ，

　Ｑｘ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
τｙｚｄｚ，Ｑｙ ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｘｚｄｚ，Ｄｘ ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
Ｄ＾ｘｄｚ，

　Ｄｙ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
Ｄ＾ｙｄｚ，Ｅｘ ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
Ｅ＾ｘｄｚ，Ｅｙ ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
Ｅ＾ｙｄｚ

可得压电弹性厚板的本构关系：

Ｍｘ＝ｃ１１κｘ＋ｃ１２κｙ；　Ｍｙ＝ｃ２１κｘ＋ｃ２２κｙ；
Ｑｘ＝ｃ３３λｘ－ｅ２３Ｅｙ；　Ｑｙ＝ｃ４４λｙ－ｅ１４Ｅｘ；
Ｍｘｙ＝２ｃ５５κｘｙ （４）

或

κｘ＝ｓ１１Ｍｘ＋ｓ１２Ｍｙ；　κｙ＝ｓ２１Ｍｘ＋ｓ２２Ｍｙ；

λｘ＝ｓ３３Ｑｘ－ｄ２３Ｄｙ；　λｙ＝ｓ４４Ｑｙ－ｄ１４Ｄｘ；

κｘｙ＝ｓ５５Ｍｘｙ／２ （５）
Ｄｘ＝ｅ１４λｙ＋ｇ１１Ｅｘ；　Ｄｙ＝ｅ２３λｘ＋ｇ２２Ｅｙ （６）

或

Ｅｘ＝ｄ１４Ｑｙ＋β１１Ｄｘ；Ｅｙ＝ｄ２３Ｑｘ＋β２２Ｄｙ （７）
式中，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ和 κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ分别
表示内力矩和挠曲面的曲率；ｃｉｊ，ｅｋｉ，ｇｋｋ，ｓｉｊ，ｄｋｉ，βｋｋ

（ｉ，ｊ＝１，２…５；ｋ＝１，２）分别表示横观各向同性压
电弹性厚板的弯曲刚度系数、压电应力系数、压电

介电常数、弯曲柔度系数、压电电压系数和介电隔

离常数，各分量与三维横观各向同性压电弹性体对

应分量的关系为（带上标ｔ的代表横观各向同性三
维压电弹性体的对应系数分量）：

ｃ１１＝Ｉｚκ１，ｃ１２＝ｃ２１＝Ｉｚκ２，ｃ３３＝ｃ４４＝ｈｃ
ｔ
４４，

ｃ５５＝Ｉｚｃ
ｔ
６６，ｅ１４＝ｅ２３＝ｈｅ

ｔ
１５，ｇ１１＝ｈｇ

ｔ
１１，ｇ２２＝ｈｇ

ｔ
２２．

其中

κ１＝ｃ
ｔ
１１－αｃ

ｔ
１３／ｒ－βｅ

ｔ
３１／ｒ，κ２＝ｃ

ｔ
１２－αｃ

ｔ
１３／ｒ－βｅ

ｔ
３１／ｒ，

α＝ｃｔ１３ｇ
ｔ
３３＋ｅ

ｔ
３１ｅ
ｔ
３３，β＝ｃ

ｔ
１３ｅ
ｔ
３３－ｃ

ｔ
３３ｅ
ｔ
３１，ｒ＝ｅ

ｔ
３３
２＋ｇｔ３３ｃ

ｔ
３３

因此压电弹性厚板的电焓Ｕ（κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ，Ｅｘ，

Ｅｙ）和余电焓Ｕ（Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，Ｄｘ，Ｄｙ）为
　Ｕ＝（ｃ１１κｘκｘ＋ｃ１２κｘκｙ＋ｃ２１κｙκｘ＋ｃ２２κｙκｙ＋

ｃ３３λｘλｘ＋ｃ４４λｙλｙ＋２ｃ５５κｘｙκｘｙ）／２－（ｅ１４Ｅｘλｙ＋
ｅ２３Ｅｙλｘ）－（ｇ１１ＥｘＥｘ＋ｇ２２ＥｙＥｙ）／２ （８）

　Ｕ ＝（ｓ１１ＭｘＭｘ＋ｓ１２ＭｘＭｙ＋ｓ２１ＭｙＭｘ＋ｓ２２ＭｙＭＹ＋
ｓ３３ＱｘＱｘ＋ｓ４４ＱｙＱｙ＋２ｓ５５ＭｘｙＭｘｙ）／２－
（ｄ１４ＤｘＱｙ＋ｄ２３ＤｙＱｘ）－（β１１ＤｘＤｘ＋ｇ２２ＤｙＤｙ）／２

（９）
１．５　运动方程

将横观各向同性压电板结构的运动方程中 ｘ
和ｙ方向两方程乘 ｚ并沿厚度方向积分，ｚ方向运
动方程沿厚度方向ｚ积分，可得

Ｍｘ，ｘ＋Ｍｘｙ，ｙ－Ｑｘ＋ρＪψ
¨
ｘ＝ｍｘ （１０）

或　Ｌ·ｘ＋Ｍｘ，ｘ＋Ｍｘｙ，ｙ－Ｑｘ＝ｍｘ （１１）

Ｍｙ，ｙ＋Ｍｘｙ，ｘ－Ｑｙ＋ρＪψ
¨
ｙ＝ｍｙ （１２）

或　Ｌ·ｘ＋Ｍｙ，ｙ＋Ｍｘｙ，ｘ－Ｑｙ＝ｍｙ （１３）
ρＪ̈ｗ－Ｑｘ，ｘ－Ｑｙ，ｙ＝ｆ （１４）

或　ｐ－Ｑｘ，ｘ－Ｑｙ，ｙ＝ｆ （１５）
式中ｍｘ，ｍｙ分别为作用在单位中面面积内的载荷
在ｘｚ和ｙｚ平面内的合力矩，ｆ为 ｚ轴方向的合力，
ｍｘ，ｍｙ的正负规定分别与ψｘ，ψｙ相同．
１．６　Ｍａｘｗｅｌｌ方程

拟静电场中，将Ｍａｘｗｅｌｌ方程中电位移和电荷
关系式沿ｚ积分，可得

Ｄｘ，ｘ＋Ｄｙ，ｙ＋Ｄｚｚ＝ｑ （１６）
而电场强度和电势关系为

Ｅｘ＝－φ，ｘ，Ｅｙ＝－φ，ｙ （１７）

式中Ｄ＝ｚｚ＝∫
ｈ／２
－ｈ／２Ｄ

＾
ｚｄｚ＝Ｄ

＾
ｚ（ｘ，ｙ，ｈ／２）－Ｄ

＾
ｚ（ｘ，ｙ，－

ｈ／２），ｑ＝∫ｈ／２－ｈ／２^ｑｄｚ，φ＝∫
ｈ／２
－ｈ／２^φ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ／ｈ．

３０３
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１．７　边界条件
（１）位移边界条件为
在Ω１上：ｗ＝珔ｗ，ψｎ＝ψ

－
ｎ，ψｓ＝ψ

－
ｓ；

在Ω２上：ｗ＝珔ｗ，ψｓ＝ψ
－
ｓ （１８）

（２）力的边界条件为
在Ω２上：Ｍｎ＝Ｍ

－
ｎ；

在Ω３上：Ｍｎ＝Ｍ
－
ｎ，Ｍｎｓ＝Ｍ

－
ｎｓ，Ｑｎ＝Ｑ

－
ｎ （１９）

这里ｎ是边界的外法线方向，ｓ是边界的切线方向，
并规定 ｎ到 ｓ的转向与 ｘ轴到 ｙ轴的转向相同；

ψｎ，ψｓ，ψｎ，ψｓ，Ｍｎ，Ｍｎｓ，Ｑｎ与 ψｘ，ψｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，
Ｍｘｙ有下面的关系

ψｎ＝ψｘｃｏｓθ＋ψｙｓｉｎθ，ψｓ＝－ψｘｓｉｎθ＋ψｙｃｏｓθ，
Ｑｎ＝Ｑｘｃｏｓθ＋Ｑｙｓｉｎθ，

Ｍｎ＝Ｍｘｃｏｓ
２θ＋２Ｍｘｙｃｏｓθｓｉｎθ＋Ｍｙｓｉｎ

２θ，

Ｍｎｓ＝（Ｍｙ－Ｍｘ）ｃｏｓθｓｉｎθ＋Ｍｘｙ（ｃｏｓ
２θ－ｓｉｎ２θ）

式中θ是边界的外法线与轴的夹角．
（３）电势和电位移边界条件为

φ＝珔φ，在Ωφ上； （２０）
Ｄ＝Ｄｉｎｉ＝珚Ｄ（ｉ＝ｘ，ｙ），在ΩＤ上 （２１）

式中珔ｗ，ψ－ｎ，ψ
－
ｓ，Ｍ
－
ｎ，Ｍ
－
ｎｓ，Ｑ

－
ｎ，珔φ，Ｄ

－
为已知函数．

１．８　初始条件

ｗ０＝珘ｗ０，ψｘ０＝ψ
～
ｘ０，ψｙ０＝ψ

～
ｙ０； （２２）

ｐ０＝珓ｐ０，Ｌｘ０＝Ｌ
～
ｘ０，Ｌｙ０＝Ｌ

～
ｙ０ （２３）

式中珘ｗ０，ψ
～
ｘ０，ψ

～
ｙ０，珓ｐ０，Ｌ

～
ｘ０，Ｌ

～
ｙ０为已知初始值．

２　广义虚功原理，虚功原理，互等定理

可以证明，对于互不相干的任意函数ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，

Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，ｗ，ψｘ，ψｙ，φ，Ｄｘ，Ｄｙ下列卷积表
示的积分关系式恒成立

　Ω［ｐｗ＋Ｌｘψ·ｘ＋Ｌｙψ·ｙ－Ｍｘψｘ，ｘ－
Ｍｙψｙ，ｙ－Ｍｘｙ（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ）＋Ｑｙ（ｗ，ｘ－

ψｘ）＋Ｑｘ（ｗ，ｙ－ψｙ）＋Ｄｘφ，ｘ＋

Ｄｙφ，ｙ］ｄｘｄｙ＋Ω［ｗ（Ｑｘ，ｘ＋Ｑｙ，ｙ－ｐ）＋
ψｘ（－Ｍｘ，ｘ－Ｍｘｙ，ｙ＋Ｑｘ－Ｌ

·

ｘ）＋ψｙ（－Ｍｘｙ，ｘ－

Ｍｙ，ｙ＋Ｑｙ－Ｌ
·

ｙ）＋（Ｄｘ，ｘ＋Ｄｙ，ｙ）φ］ｄｘｄｙ＋

∫Ω（Ｍｎψｎ＋Ｍｎｓφｓ－Ｑｎｗ－Ｄφ）ｄＳ＋
Ω（ｐｗ０＋Ｌｘψｘ０＋Ｌｙψｙ０－ｐ０ｗ－Ｌｘ０ψｘ－
Ｌｙ０ψｙ）ｄｘｄｙ＝Π１＋Π２＋Π３＋Π４ ＝０ （２４）

式中Π１，Π２，Π３，Π４分别代表第一、二、三、四项积
分，“”代表卷积．

（２４）式是本文给出的一个重要关系式，在力学
上可以认为是压电厚板动力学的广义虚功原理的表

式，从该式出发，不仅能系统地建立虚功原理和压电

弹性厚板动力学的各类简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理，而
且能清晰地阐明这些原理之间的内在联系．

当动量和内力矩满足方程（１１），（１３），（１５）及
条件（１９）和（２３）；电位移满足方程（１６）及条件
（２１）；位移满足方程（１），（２）及条件（１８），（２２）；电
势满足方程（１７）及条件（２０）时，则由（２４）式可得

　Ω［ｆｗ＋ｍｘψｘ＋ｍｙψｙ－ｑφ］ｄｘｄｙ＋
∫Ω（Ｑｎｗ－Ｍｎψｎ－Ｍｎｓψｓ＋Ｄφ）ｄＳ＋
Ω（珘Ｐ０ｗ＋Ｌ～ｘ０φｘ＋Ｌ～ｙ０φｙ－ｐ珘ｗ０－Ｌｘφ～ｘ０－
Ｌｙφ
～
ｙ０）ｄｘｄｙ＝Ω［Ｍｘκｘ＋Ｍｙκｙ＋

２Ｍｘｙκｘｙ＋Ｑｘλｘ＋Ｑｙλｙ＋ｐｖ＋Ｌｘωｘ＋
Ｌｙωｙ－ＤｘＥｘ－ＤｙＥｙ］ｄｘｄｙ （２５）
（２５）式可以看成为压电厚板动力学的虚功原

理的表式，它反映广义动力可能状态与广义运动

可能状态之间最一般关系，或者说，它反映 ｆ，
ｍｘ，ｍｙ，ｑ，ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｄｘ，Ｄｙ与 ｗ，ψｘ，ψｙ，

φ，ｖ，ωｘ，ωｙ，κｘ，κｙ，κｘｙ，Ｅｘ，Ｅｙ这两组对偶变量之间
的最一般关系．

３　各类简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理

３．１　８类变量广义变分原理
当Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ和 κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ、Ｄｘ，

Ｄｙ和Ｅｘ，Ｅｙ是互不相关的任意函数时，可以得到
下列关系式

Ｍｘκｘ＋Ｍｙκｙ＋２Ｍｘｙκｘｙ＋Ｑｘλｘ＋

　Ｑｙλｙ－ＤｘＥｘ－ＤｙＥｙ＝Ｕ

＋Ｕ
 ＋Ａ


（２６）

式中

　Ｕ

＝（ｃ１１κｘκｘ＋ｃ１２κｘκｙ＋ｃ２１κｙκｘ＋
ｃ２２κｙεｙ＋ｃ３３λｘλｘ＋ｃ４４λｙλｙ＋
２ｃ５５κｘｙκｘｙ）／２－（ｅ１４Ｅｘλｙ＋ｅ２３Ｅｙλｘ）－
（ｇ１１ＥｘＥｘ＋ｇ２２ＥｙＥｙ）／２

　Ｕ
 ＝（ｓ１１ＭｘＭｘ＋ｓ１２ＭｘＭｙ＋ｓ２１ＭｙＭｘ＋
ｓ２２ＭｙＭｙ＋ｓ３３ＱｘＱｘ＋ｓ４４ＱｙＱｙ＋
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２ｓ５５ＭｘｙＭｘｙ）／２－（ｄ１４ＤｘＱｙ＋ｄ２３ＤｙＱｘ）－
（β１１ＤｘＤｘ＋ｇ２２ＤｙＤｙ）／２

　Ａ

＝｛［Ｍｘ－（ｃ１１κｘ＋ｃ１２κｙ）］［κｘ－（ｓ１１Ｍｘ＋
ｓ１２Ｍｙ）］＋［Ｍｙ－（ｃ２１κｘ＋ｃ２２κｙ）］［κｙ－
（ｓ２１Ｍｘ＋ｓ２２Ｍｙ）］＋［Ｑｘ－（ｃ３３λｘ－ｅ２３Ｅｙ）］
［λｘ－（ｓ３３Ｑｘ－ｄ２３Ｄｙ）］＋［Ｑｙ－（ｃ４４λｙ－
ｅ１４Ｅｘ）］［λｙ－（ｓ３３Ｑｙ－ｄ１４Ｄｘ）］＋（Ｍｘｙ－
２ｃ５５κｘｙ）（２κｘｙ－ｓ５５Ｍｘｙ）＋［Ｄｘ－（ｅ１４λｙ＋
ｇ１１Ｅｘ）］［Ｅｘ－（ｄ１４Ｑｙ＋β１１Ｄｘ）］＋［Ｄｙ－
（ｅ２３λｘ＋ｇ２２Ｅｙ）］［Ｅｙ－（ｄ２３Ｑｘ＋β２２Ｄｙ）］｝／２

只有当 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ，Ｄｘ，
Ｄｙ，Ｅｘ，Ｅｙ满足⑷－⑺式时，才有

Ｍｘκｘ＋Ｍｙκｙ＋２Ｍｘｙκｘｙ＋Ｑｘλｘ＋

　Ｑｙλｙ－ＤｘＥｘ－ＤｙＥｙ＝Ｕ

＋Ｕ
 （２７）

于是，（２４）式第一项积分Π１中的被积函数
　－Ｍｘψｘ，ｘ－Ｍｙψｙ，ｙ－Ｍｘｙ（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ）＋

Ｑｙ（ｗ，ｘ－ψｘ）＋Ｑｘ（ｗ，ｙ－ψｙ）＋
Ｄｘφ，ｘ＋Ｄｙφ，ｙ

可变换为

　－Ｍｘψｘ，ｘ－Ｍｙψｙ，ｙ－Ｍｘｙ（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ）＋
Ｑｙ（ｗ，ｘ－ψｘ）＋Ｑｘ（ｗ，ｙ－ψｙ）＋Ｄｘφ，ｘ＋

Ｄｙφ，ｙ＝Ｕ

＋Ｕ
 ＋Ａ


－Ｍｘ（κｘ＋ψｘ，ｘ）－

Ｍｙ（κｙ＋ψｙ，ｙ）－Ｍｘｙ［２κｘｙ＋（ψｘ，ｙ＋

ψｙ，ｘ）］－Ｑｘ［λｘ－（ｗ，ｙ－ψｙ）］－Ｑｙ［λｙ－
（ｗ，ｘ－ψｘ）］＋Ｄｘ（Ｅｘ＋φ，ｘ）＋
Ｄｙ（Ｅｙ＋φ，ｙ） （２８）
当ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ和ｖ，ωｘ，ωｙ是互不相关的任意函数

时，可以得到下列关系式

ｐｖ＋Ｌｘωｘ＋Ｌｙωｙ＝Ｋ

＋Ｋ
 －Ｂ


（２９）

式中

Ｋ

＝（ρｈｖｖ＋ρＩｚωｘωｘ＋ρＩｚωｙωｙ）／２，

Ｋ
 ＝（ｐｐ／Ｈ＋ＬｘＬｘ／Ｉｚ＋ＬｙＬｙ／Ｉｚ）／（２ρ），

Ｂ

＝［（ρｈｖ－ｐ）（ρｈｖ－ｐ）／ｈ＋（ρＩｚωｘ－Ｌｘ）
　（ρＩｚωｘ－Ｌｘ）／Ｉｚ＋（ρＩｚωｙ－Ｌｙ）（ρＩｚωｙ－
　Ｌｙ）／Ｉｚ］／（２ρ）

只有当ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ和ｖ，ωｘ，ωｙ满足（３）式时，才有

ｐｖ＋Ｌｘωｘ＋Ｌｙωｙ＝Ｋ

＋Ｋ
 （３０）

于是，（２４）式第一项积分Π１中的被积函数ｐｗ＋

Ｌｘψ
·

ｘ＋Ｌｙψ
·

ｙ可变换为

ｐｗ＋Ｌｘψ
·

ｘ＋Ｌｙψ
·

ｙ＝Ｋ

－ｐ（ｖ－ｗ）－

　Ｌｘ（ωｘ－ψ
·

ｘ）－Ｌｙ（ωｘ－ψ
·

ｙ）＋Ｋ
 －Ｂ



（３１）
上述的（２６），（２９）式是本文给出的广义 Ｌｅｇ

ｅｎｄｒｅ变换式．
而（２４）式第二、三、四项积分可变换为

　Π２＋Π３＋Π４ ＝Ω［（－ｐ＋Ｑｘ，ｘ＋Ｑｙ，ｙ＋
ｆ）ｗ＋（－Ｌ·ｘ－Ｍｘ，ｘ－Ｍｘｙ，ｙ＋Ｑｘ＋ｍｘ）

ψｘ＋（－Ｌ
·

ｙ－Ｍｘｙ，ｘ－Ｍｙ，ｙ＋Ｑｙ＋ｍｙ）ψｙ＋
（Ｄｘ，ｘ＋Ｄｙ，ｙ＋Ｄｚｚ－ｑ）φ］ｄｘｄｙ＋ΓＢ ＋ΓＩ－

Ω（ｆｗ＋ｍｘψｘ＋ｍｙψｙ－ｑφ＋
Ｄｚｚφ）ｄｘｄｙ＋ΠＢ ＋ΠＩ （３２）

式中

　ΠＢ＝∫Ω２＋Ω３Ｍ
－

ｎψｎｄＳ＋∫Ω３（Ｍ
－

ｎｓψｓ－

Ｑ
－

ｎｗ）ｄＳ＋∫Ω１（ψｎ－ψ
－

ｎ）ＭｎｄＳ＋

∫Ω１＋Ω２［（ψｓ－ψ
－

ｓ）Ｍｎｓ－（ｗ－珔ｗ）Ｑｎ］ｄＳ－

∫ΩＤ珚ＤφｄＳ－∫Ωφ（φ－φ
－
）ＤｄＳ

　ΓＢ ＝∫Ω１ψ
－

ｎＭｎｄＳ＋∫Ω１＋Ω２（ψ
－
ｓＭｎｓ－

珔ｗＱｎ）ｄＳ＋∫Ω２＋Ω３（Ｍｎ－Ｍ
－

ｎ）ψｎｄＳ

　ΠＩ＝Ω［（ｗ０－珘ｗ）ｐ＋（ψｘ０＋ψ
～

ｘ０）Ｌｘ＋（ψｙ０＋

　ψ
～

ｙ０）Ｌｙ－珓ｐ０ｗ－Ｌ
～

ｘ０ψｘ－Ｌ
～

ｙ０ψｙ］ｄｘｄｙ

　ΓＩ＝Ω［珘ｗ０ｐ＋ψ
～

ｘ０Ｌｘ＋ψ
～

ｙ０Ｌｙ－（ｐ０－珓ｐ０）ｗ－

　（Ｌｘ０－Ｌ
～

ｘ０）ψｘ－（Ｌｙ０－Ｌ
～

ｙ０）ψｙ］ｄｘｄｙ
将（２８），（３１）和（３２）代入（２４）式，经整理后

可得

　Π８（ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ；ｖ，ωｘ，ωｙ；ｗ，ψｘ，ψｙ；Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，
Ｑｙ；κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ；φ，Ｄｘ，Ｄｙ，Ｅｘ，Ｅｙ）＋

Γ８（ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ；ｖ，ωｘ，ωｙ；ｗ，ψｘ，ψｙ；Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，
Ｑｘ，Ｑｙ；κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ；φ，Ｄｘ，Ｄｙ，Ｅｘ，Ｅｙ）＝０

（３３）
而其势能形式的泛函和余能形式的泛函分别为

　Π８ ＝Ω｛Ｋ

－ｐ（ｖ－ｗ）－Ｌｘ（ωｘ－ψ

·

ｘ）－

Ｌｙ（ωｙ－ψ
·

ｙ）＋Ｕ

－Ｍｘ（κｘ＋ψｘ，ｘ）－

５０３
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Ｍｙ（κｙ＋ψｙ，ｙ）－Ｍｘｙ［２κｘｙ＋（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ）］－
Ｑｘ［λｘ－（ｗ，ｙ－ψｙ）］－Ｑｙ［λｙ－（ｗ，ｘ－

ψｘ）］＋Ｄｘ（Ｅｘ＋φ，ｘ）＋Ｄｙ（Ｅｙ＋φ，ｙ）－
Ｄｚｚφ－ｆｗ－ｍｘψｘ－ｍｙψｙ＋
ｑφ｝ｄｘｄｙ＋ΠＢ ＋ΠＩ

　Γ８＝Ω［Ｋ
 －Ｂ


＋Ｕ
 ＋Ａ


＋（Ｑｘ，ｘ＋Ｑｙ，ｙ＋ｆ－

ｐ）ｗ＋（－Ｍｘ，ｘ－Ｍｙ，ｙ＋Ｑｘ＋ｍｘ－Ｌ
·

ｘ）ψｘ＋

（－Ｍｘｙ，ｘ－Ｍｙ，ｙ＋Ｑｙ＋ｍｙ－Ｌ
·

ｙ）ψｙ＋（Ｄｘ，ｘ＋
Ｄｙ，ｙ＋Ｄｚｚ－ｑ）φ］ｄｘｄｙ＋ΓＢ ＋ΓＩ
定理　１当且仅当 ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，ｖ，ωｘ，ωｙ，ｗ，ψｘ，

ψｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ，φ，Ｄｘ，Ｄｙ，
Ｅｘ，Ｅｙ是混合问题（１）（４），（６），（１１），（１３），
（１５）（２３）式的解，则必定满足下列变分式

δΠ８＝０或δΓ８＝０． （３４）

Π８和Γ８分别是压电弹性厚板动力学８类变
量简化Ｇｕｒｔｉｎ型广义变分原理的势能形式和余能
形式的泛函，对于任意无关的ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，ｖ，ωｘ，ωｙ，ｗ，

ψｘ，ψｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ，φ，Ｄｘ，
Ｄｙ，Ｅｘ，Ｅｙ，它们之间存在互补关系式（３３）．

当ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，ｖ，ωｘ，ωｙ，ｗ，ψｘ，ψｙ满足（２）和（３）
式时，由８类变量变分原理的泛函式可导出６类变
量变分原理的泛函式；当Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ与 κｘ，

κｙ，κｘｙ，γｘ，γｙ、Ｄｘ，Ｄｙ和 Ｅｘ，Ｅｙ满足（４）（７）式时，
可由６类变量变分原理的泛函式导出４类变量变
分原理的泛函式；当 ｐ、Ｌｘ，Ｌｙ和 ｖ，ωｘ，ωｙ、κｘ，κｙ，

κｘｙ，λｘ，λｙ和 ｗ，ψｘ，ψｙ、Ｅｘ，Ｅｙ和 φ分别满足（３），
（１）和（１７）式时，由Π８可导出３类变量广义变分
原理．因篇幅所限，略去具体推导过程．
３．２　２类变量变分原理

当ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ，ｖ，ωｘ，ωｙ，ｗ，ψｘ，ψｙ满足（２）和（３）

式时，当 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ与 κｘ，κｙ，κｘｙ，γｘ，γｙ、
Ｄｘ，Ｄｙ和Ｅｘ，Ｅｙ满足（４）－（７）式时，κｘ，κｙ，κｘｙ，λｘ，λｙ
和ｗ，ψｘ，ψｙ、Ｅｘ，Ｅｙ和φ分别满足（３），（１）和（１７）
式时，由Π８可导出

　Π２（ｗ，ψｘ，ψｙ；φ）＝Ω（Ｋ

＋Ｕ
′－ｆｗ－ｍｘψｘ－

ｍｙψｙ－Ｄｚｚφ＋ｑφ）ｄｘｄｙ＋Π
′
Ｂ＋ΠＩ （３５）

定理　２当且仅当 ｗ，ψｘ，ψｙ，φ是混合问题
（１８）（２０），（２２），（２３）及下列各式

－（ｃ１１ψｘ，ｘ＋ｃ１２ψｙ，ｙ），ｘ－ｃ５５（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ），ｙ－

　ｃ３３（ｗ，ｙ－ψｙ）＋ｅ２３φ，ｙ＋ρＩｚψ
¨
ｘ＝ｍｘ

－（ｃ２１ψｘ，ｘ＋ｃ２２ψｙ，ｙ），ｙ－ｃ５５（ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ），ｘ－

　ｃ４４（ｗ，ｘ－ψｘ）＋ｅ１４φ，ｘ＋ρＩｚψ
¨
ｙ＝ｍｙ

ρｈ̈ｗ－［ｃ３３（ｗ，ｙ－ψｙ）－ｅ２３φ，ｙ］，ｘ－［ｃ４４（ｗ，ｘ－
　ψｘ）－ｅ１４φ，ｘ］，ｙ＝ｆ

的解，则必定满足变分式δΠ２＝０．

Π２是压电弹性厚板动力学２类变量简化Ｇｕｒ
ｔｉｎ型广义变分原理势能形式的泛函．

４　结论

本文所建立的虚功原理和各类简化 Ｇｕｒｔｉｎ型
变分原理是压电弹性厚板动力学一般理论中最核

心的部分．这些简化Ｇｕｒｔｉｎ型变分原理能反映这种
动力学初值－边值问题的全部特征．因此，本文所
建立的这些新的变分原理，无论在有关压电弹性厚

板的理论研究方面，还是在建立其动力分析的各种

近似解法和工程实用理论方面都有重要作用．
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