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含时滞项的双稳系统中平均首次穿越时间的研究
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摘要　研究了含时滞项的非对称双稳系统中的平均首次穿越时间问题．应用小时滞近似方法，得到了系统

的ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程及稳态概率密度函数，进而得到了系统的平均首次穿越时间的表达式，最后对理论结

果做了数值模拟．数值计算结果表明：（１）时滞量的大小对系统的稳态概率密度函数的影响是不一样的，当

０＜τ＜０．１７５时，系统的稳态概率密度函数曲线仍然为双峰形状；当τ＞０．１７５时，系统的稳态概率密度函数

曲线呈现出阱状．（２）在０＜τ＜０．１７５时，讨论了系统的乘性和加性噪声强度对系统的平均首次穿越时间的

影响，发现平均首次穿越时间Ｔ－＋乘性噪声强度曲线上有最小值出现，而Ｔ
－
＋加性噪声强度曲线是单调的．
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引 言

近年来，时滞动力系统已成为许多研究领域的

重要研究对象．文献［１］从时滞动力系统的特点、
研究方法、动力学热点问题出发，对非线性时滞动

力系统的研究进展做了综述．
噪声诱导的逃逸问题出现在各个领域并已成

为人们关注的焦点，逃逸率和平均首次穿越时间通

常是用来刻画逃逸过程的两个特征量．Ｄｏｅｒｉｎｇ和
Ｇａｄｏｕａ在文献中对分段线性系统的逃逸问题进行
研究时首次提出了“激活共振”，后来在对其他系

统进行研究时也发现了“激活共振”现象（文献［２，
３］）．此外，人们发现噪声之间的相关性对热传导、
两维流体力学等物理学过程有很大影响，因此，噪

声之间的相关性也被引入逃逸问题的研究中．Ｍａ
ｄｕｒｅｉｒａ等在文献［４］中研究了具有关联乘性噪声
和加性噪声的双稳系统，发现噪声之间的关联性对

激活率有很大的影响．王俊等在文献中证明了噪声
之间的相关性能够导致平均首次穿越时间对称性

的破裂．同时，色噪声的引入也能使平均首次穿越
时间的研究中出现共振或抑制现象．靳艳飞等［２］研

究了非对称双稳系统中平均首次穿越时间，发现平

均首次穿越时间受初值的影响．
现有的对双稳系统的平均首次穿越时间的研

究都是在没有考虑时滞对系统的影响下进行的．而

且，在不考虑系统的时滞影响时有时会得出错误的

结论．因此，我们有必要研究含时滞项的双稳系统
中平均首次穿越时间问题．

１　双稳系统的Ｆ－Ｐ方程及稳态概率密度

考虑如下的时滞随机微分方程［４］

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ（ｔ）－ｘ

３（ｔ－τ）＋ｒ＋ｘ（ｔ）ξ（ｔ）＋η（ｔ）

（１）
其中τ为该系统的时滞量，ｒ用来刻画势阱的非对
称性．ξ（ｔ）和η（ｔ）为相关的白噪声，它们的均值和
方差为

!ξ（ｔ）"＝!η（ｔ）"＝０，

!ξ（ｔ）ξ（ｔ′）"＝２αδ（ｔ－ｔ′），

!η（ｔ）η（ｔ′）"＝２Ｄδ（ｔ－ｔ′），

!ξ（ｔ）η（ｔ′）"＝!η（ｔ）ξ（ｔ′）"＝

　２λ α槡 Ｄδ（ｔ－ｔ
′） （２）

其中Ｄ和α分别为加性和乘性噪声强度，λ是噪声

ξ（ｔ）和η（ｔ）之间的关联系数．
由文献［５］作如下的变换，令 η１（ｔ）＝η（ｔ）－

λ α槡 ／Ｄξ（ｔ），式（１）可写成
ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ（ｔ）－ｘ

３（ｔ－τ）－ｒ＋

　（ｘ（ｔ）＋λ α槡 ／Ｄ）ξ（ｔ）＋η１（ｔ） （３）
其中ξ（ｔ）和η１（ｔ）不相关．
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以下记 ｘ（ｔ）为 ｘ，记 ｘ（ｔ－τ）为 ｘτ．由文献
［４］，可得系统（３）的概率密度函数 ρ（ｘ，ｔ）满足下
面的ＦＰ方程

ρ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝－
ｘ
［ｈａ（ｘ）＋Ｇａ（ｘ）

ｄＧａ（ｘ）
ｄｘ ］×

　ρ（ｘ，ｔ）＋
２

ｘ２
［Ｇ２ａ（ｘ）］ρ（ｘ，ｔ） （４）

其中 ｈａ（ｘ）＝（ｘ－ｘ
３－ｒ）（１＋３τｘ２），Ｇａ（ｘ）＝［Ｄ（ｘ＋

λ α槡 ／Ｄ）
２＋α］（１＋３τｘ２），求解（４）式可得稳态概率

密度为ρｓｔ（ｘ）＝Ｎ［Ｇａ（ｘ）］
－１／２ｅｘｐ［－Ｕ

～
（ｘ）
Ｄ ］，上式中

Ｎ为归一化常数，广义势函数Ｕ
～
（ｘ）为

　Ｕ
～
（ｘ）＝－ｍ２ｌｎ［Ｄ（ｘ＋ｚ）

２＋α］＋ｍ２ｌｎ（１＋３τｘ
２）－

ｑ－ｐｚ
２α

Ｄｘ
Ｄ（ｘ＋ｚ）２＋α

＋ ｐ
２（Ｄ（ｘ＋ｚ）２＋α）

－

ｎ＋ｑ－ｚ（ｍ＋ｐ）
α槡 Ｄ

Ｄａｒｃｔａｎ Ｄ
槡α

（ｘ＋ｚ）－

ｖＤ
３槡τ
ａｒｃｔａｎ ３槡τｘ （５）

其中

　ｚ＝λ α槡 ／Ｄ，ｈ＝τ＋Ｄｚ
２，ｆ１＝Ｄ＋３ατ＋３Ｄτｚ

２，

　ｆ２＝４Ｄ
２ｚ２＋２Ｄｈ，ｆ３＝ｈ

２＋４Ｄｈｚ，ｆ４＝ｆ１－３τｈ，

　ｆ５＝ｆ２－３τｆ３，ｆ６＝ｆ１－３τｈ，ｆ７＝ｆ２－３τｈ
２，

　ｇ１＝３τＤ－３τｆ４，ｇ２＝４Ｄ
２ｚ＋３６Ｄｚｈτ２，

　ｇ３＝Ｄ
２－３τｆ５，ｇ４＝３τＤｆ６，ｇ５＝４Ｄ

２ｚｆ６－６τＤｚｆ７，

　ｇ６＝Ｄ
２ｆ６－２４τＤ

３ｚ２，ｇ７＝６τＤｚ（３τ＋１），
　ｇｇ１＝ｇ１ｇ５－ｇ２ｇ４，ｇｇ３＝ｇ１ｇ７，ｇｇ２＝ｇ１ｇ６－ｇ３ｇ４，
　ｆｆ１＝ｇ３ｇ４－ｇ１ｇ６，ｆｆ２＝ｇ３ｇ５－ｇ２ｇ６，ｆｆ３＝ｇ３ｇ７，

　ｕ１＝
２ｚＤ２
３τ
＋
ｆｆ２
ｆｆ１
ｆ４＋１２Ｄｚｈτ＋

ｇｇ１
ｇｇ２
ｆ５，ｕ２＝

ｆｆ３
ｆｆ１
ｆ４＋
ｇｇ３
ｇｇ２
ｆ５，

　ｕ＝
ｕ２
ｕ１
，ｎ＝

ｆｆ３－ｕｆｆ２
ｆｆ１

，ｖ＝
ｇｇ３－ｕｇｇ１
ｇｇ２

，ｍ＝－Ｄｕ３τ
，

　ｐ＝１－ｍｈ－２ｎＤｚ－ｕｈ２，ｑ＝－ｎｈ－４ｕｈＤｚ－ｖｆ３．
数值计算结果表明，当时滞量０＜τ＜０．１７５时

系统（４）仍为双稳系统，其稳态概率密度函数如图
１（ａ）所示，由图１（ａ）可见，系统的概率密度曲线上
呈现出双峰形状，即此时系统是双稳结构．且从图
１（ａ）发现，随着时滞量的增大，概率密度曲线上的
双峰陡然增高．当时滞量 τ＞０．１７５时，由图１（ｂ）
易见此时系统的稳态概率密度已不具有双峰结构．
数值计算结果进一步表明，系统 （３）的势函数的

形状当噪声的相关系数 λ≠ ０不为双稳结构（如
图（２）），而且，由图２可见，噪声的相关性影响势
函数的对称性，并且时滞量越大，势函数越不对称．
因此，以下我们讨论系统的平均首穿时间时不妨取

０＜τ＜０．１７５，λ＝０．

图１　稳态概率密度函数ρｓｔ（ｘ）随

时滞量τ的变化（Ｄ＝０．４，α＝０．２，λ＝０，ｒ＝０）

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｓρｓｔ（ｘ）

ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｌａｙｔｉｍｅτ（Ｄ＝０．４，α＝０．２，λ＝０，ｒ＝０）

图２　势函数Ｕ
～
（ｘ）随时滞量τ的变化曲线（Ｄ＝０．４，ｒ＝０）

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎＵ
～
（ｘ）

ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｌａｙｔｉｍｅτ（Ｄ＝０．４，ｒ＝０）

２　平均首次穿越时间

由以上的分析可见，当０＜τ＜０．１７５，λ＝０时，
系统为一个双稳系统，以下来研究一下时滞对系统

的平均首穿时间的影响．
根据ｘ（ｔ）－ｘ３（ｔ）＋ｒ＝０可得它的两个稳定点

和一个不稳定点分别为：

９９２
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ｘｓ１＝－１，ｘｓ２＝１，ｘｕｎ＝０
分别用ｓｓ１，ｓｓ２和 ｓｕｎ表示两个稳定点和不稳定

点．利用平均首次穿越时间的定义文献和最速下降
法文献［７］，可得两个不同方向的平均首次穿越时
间为

　Ｔ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）＝
２π｜（－１＋３ｘ２ｓ１）（－１＋３ｘ

２
ｕｎ）｜

－１／２

αｘ２ｓ１槡 ＋Ｄ
×

　ｅｘｐ
Ｕ
～
（ｘｕｎ）－Ｕ

～
（ｘｓ１）{ }Ｄ

（６）

　Ｔ＋（ｘｓ２→ｘｓ１）＝
２π｜（－１＋３ｘ２ｓ２）（－１＋３ｘ

２
ｕｎ）｜

－１／２

αｘ２ｓ２槡 ＋Ｄ
×

　ｅｘｐ
Ｕ
～
（ｘｕｎ）－Ｕ

～
（ｘｓ２）{ }Ｄ

（７）

其中Ｕ
～
（ｘ）如（５）所示，本文为了研究时滞量 τ对

平均首次穿越时间的影响，我们在以下的计算过程

中不妨假设系统的非对称系数ｒ＝０，则此时两个方
向的平均首次穿越时间相等，因此，我们只需研究

（６）即可．

图３　平均首次穿越时间Ｔ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）作为乘性噪声强度α

的函数随时滞量τ变化的曲线（Ｄ＝０．４，α＝０．２，λ＝０．２５，ｒ＝０）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）

ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙα

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｌａｙｔｉｍｅτ（Ｄ＝０．４，α＝０．２，λ＝０．２５，ｒ＝０）

图３是系统的平均首次穿越时间 Ｔ＋（ｘｓ１→
ｘｓ２）随乘性噪声强度 α变化的曲线，由图３可见，

系统的平均首次穿越时间 Ｔ＋（ｘｓ２→ｘｓ１）随乘性噪
声强度α的增大先减小，然后又随着的增大而增
大．如何去解释图３中的现象呢？由图１（ａ）系统
的稳态概率密度的曲线可以看到，随着系统时滞量

的增大，概率密度函数的双峰的高度增高且峰宽越

来越小，也就是说其对应的势函数的双阱的势垒随

着时滞量的增大而变高，且势阱的阱宽随着时滞量

的增大而变窄，当时滞量开始较小时，势阱的高度

变小，因此曲线上出现了一个极小值，而后由于势

垒高度随着时滞量τ的高度增大，这可以解释曲线
的后面为什么是上升的．由图３还可见，随着时滞
量τ的增大，平均首次穿越时间增大．

图４是平均首次穿越时间 Ｔ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）作为
加性噪声强度Ｄ的函数随时滞量τ变化的曲线（Ｄ
＝０．４，α＝０．２，ｒ＝０）．当０＜τ＜０．１７５时，不论 τ
取何值，该曲线始终如图中所示，也就是说此时时

滞的大小对Ｔ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）的影响不大．且由曲线可
见，随着加性噪声强度的增大，平均首次穿越的时

间减小．也就是说，在存在时滞的情形下，通过增大
加性噪声的强度，可以增大粒子的逃逸率．

图４　平均首次穿越时间Ｔ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）

作为加性噪声强度Ｄ的函数随时滞量τ变化的曲线（α＝０．２，ｒ＝０）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ＋（ｘｓ１→ｘｓ２）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅａｄｄｉｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｗｉｔｈＤｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｌａｙｔｉｍｅτ（α＝０．２，ｒ＝０）
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