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摘要　用改进的齐次平衡法，首先把不可积的一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程简化成可积模型—ＫｄＶ方程，然后通

过求解ＫｄＶ方程得到了一般ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程的多孤子解．利用得到的多孤子解分析了奇异孤子之间、钟

型孤子与奇异孤子之间的相互作用，结果发现了相互作用的一些重要性质．

关键词　一般ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程，　多孤子解，　孤子相互作用，　改进的齐次平衡法

引 言

现代孤子理论在自然科学，如凝聚态物理、流

体力学 、等离子体物理 、纤维光学 、天体物理 、

生命科学等众多领域中扮演着重要角色 ，有着广

泛的应用前景［１，２］．孤子的相互作用性质是孤子能
否更好地实际应用的关键因素 ，是孤子理论具有

良好应用前景的基础．因此可积模型中孤子相互
作用性质的研究是十分有意义的课题．目前 ，对
（１＋１）维可积模型的孤子结构及相互作用性质已
研究的比较深入［１６］，而（２＋１）维可积模型的孤子
结构以及相互作用性质也正在逐步深入研究

中［７９］．但由于非线性模型本身的复杂以及孤子相
互作用规律的复杂性，这方面的问题还有待于进一

步深入研究．
本文考虑更一般的ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程
ｕｔ＋ａ１ｕｕｘ－ａ２ｖｖｘ＋ａ３ｕｘｘｘ＝０ （１）
ｖｔ＋ｂ１ｕｖｘ＋ｂ２ｖｘｘｘ＝０ （２）

其中系数 ａ１，ａ２，ａ３，ｂ１及 ｂ２是与系统本质特征有
关的可选参数．文［１０１２］以及所引的其他文中都
研究了方程（１）和（２）的一些特殊情况（方程的系
数ａ１，ａ２，ａ３，ｂ１及 ｂ２取某些特殊值时），并给出了
方程的孤立波解、周期波解以及有理分式解，但这

些文中没有给出方程（１）和（２）的多孤子解以及孤
子间的相互作用．本文将利用改进的齐次平衡法，
给出方程（１）和（２）的多孤子解，并利用多孤子解
分析奇异孤子之间以及钟型孤子与奇异孤子之间

的相互作用．

１　一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程的多孤子解及
孤子相互作用

按照改进的齐次平衡法的基本思想［１３，１４］，为了

使方程组（１）和（２）中的非线性项和最高阶导项部
分平衡，我们可设方程（１）和（２）具有如下形式解

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｆ＂（ω）ω２ｘ＋ｆ
′（ω）ωｘｘ （３）

ｖ（ｘ，ｔ）＝λ（ｆ＂（ω）ω２ｘ＋ｆ
′（ω）ωｘｘ）（λ≠０）（４）

其中ｆ（ω），ω（ｘ，ｔ）为待定函数，λ为待定常数．依
照改进的齐次平衡法的基本做法，由（３）和（４）式，
可得到ｕ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）之间的一种简单的变换关
系

ｖ＝λｕ （５）
把式（５）代入方程组（１）和（２）可得

ｕｔ＋ａ１ｕｕｘ－λ
２ａ２ｕｕｘ＋ａ３ｕｘｘｘ＝０ （６）

ｕｔ＋ｂ１ｕｕｘ＋ｂ２ｕｘｘｘ＝０ （７）
如果方程的系数ａ１，ａ２，ａ３，ｂ１及ｂ２选择如下

ｂ１＝ａ１－ａ２λ
２ （８）

ｂ２＝ａ３ （９）
则方程（６）和（７）变成如下标准的ＫｄＶ方程

ｕｔ＋ｂ１ｕｕｘ＋ｂ２ｕｘｘｘ＝０ （１０）
这表明在复杂的不可积非线性系统（１）和（２）中，
如果适当选取参数之间的关系可以把它简化成我

们熟悉的可积模型．从构造可积模型的角度来考
虑，这样做是很有意义的．下面通过求解 ＫｄＶ方
程，给出一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程的多孤子解．为
此，把式（３）代入方程（１０）整理之后，令ω５ｘ的系数
为零可得
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ｂ２ｆ
（５）（ω）＋ｂ１ｆ

＂（ω）ｆ（ω）＝０ （１１）
解之得

ｆ（ω）＝１２
ｂ２
ｂ１
ｌｎ（ω） （１２）

为了求出ＫｄＶ方程（１０）的多孤子解，可假设 ω（ｘ，
ｔ）具有如下形式［５，１５］

ω（ｘ，ｔ）＝１＋∑
Ｎ

ｉ＝１
ｐｉｅ
ｍｉｘ＋ｌｉｔ＋∑

Ｎ

ｉ＝ｊ＋１
∑
Ｎ－１

ｊ＝１
ｑｉｊｅ

（ｍｉ＋ｍｊ）ｘ＋（ｌｉ＋ｌｊ）ｔ＋

　 ∑
Ｎ

ｉ＝ｋ＋２
∑
Ｎ－１

ｊ＝ｋ＋１
∑
Ｎ－２

ｋ＝１
ｒｉｊｋｅ

（ｍｉ＋ｍｊ＋ｍｋ）ｘ＋（ｌｉ＋ｌｊ＋ｌｋ）ｔ＋

　Λ＋ｄｅ（ｍ１＋ｍ２＋Λ＋ｍＮ）ｘ＋（ｌ１＋ｌ２＋Λ＋ｌＮ）ｔ （１３）
其中，ｍｉ，ｍｊ，ｍｋ，ｍＮ，ｌｉ，ｌｊ，ｌｋ，ｌＮ，ｐｉ，ｑｉｊ，ｒｉｊｋ和 ｄ都是
待定常数，Ｎ为自然数，它的取值决定孤子的数目．
为简便起见，这里我们求双孤子解，所以 Ｎ＝２．此
时把式（１３）、（１２）及（３）代入方程（１０）整理后，令
ｅｎ（ｍ１ｘ＋ｌ１ｔ）＋ｋ（ｍ２ｘ＋ｌ２ｔ）（ｎ，ｋ＝０，１，２，３）各项的系数为
零，则可得到

ｌ１＝－ｂ２ｍ
３
１ （１４）

ｌ２＝－ｂ２ｍ
３
２ （１５）

ｄ＝
ｐ１ｐ２（ｍ１－ｍ２）

２

（ｍ１＋ｍ２）
２ （１６）

把式（１４）、（１５）、（１６）及（１３）代入式（１２），再把式
（１２）代入式（３）就可得ＫｄＶ方程（１０）的双孤子解

ｕ（ｘ，ｔ）＝１２
ｂ２
ｂ１
（
ｆ１
ｆｍ）－

ｆ２２
ｆｍ２

（１７）

这里ｆ１，ｆ２以及ｆｍ分别表示

ｆ１＝ｐ１ｍ
２
１ｅ
ｍ１（ｘ－ｂ２ｍ２１ｔ）＋ｐ２ｍ

２
２ｅ
ｍ２（ｘ－ｂ２ｍ２２ｔ）＋

　　ｐ１ｐ２（ｍ１－ｍ２）
２ｅ［（ｍ１＋ｍ２）ｘ－ｂ２（ｍ３１＋ｍ３２）ｔ］

ｆ２＝ｐ１ｍ１ｅ
ｍ１（ｘ－ｂ２ｍ２１ｔ）＋ｐ２ｍ２ｅ

ｍ２（ｘ－ｂ２ｍ２２ｔ）＋

　　
ｐ１ｐ２（ｍ１－ｍ２）

２ｅ［（ｍ１＋ｍ２）ｘ－ｂ２（ｍ３１＋ｍ３２）ｔ］

（ｍ１＋ｍ２）

ｆｍ＝１＋ｐ１ｅ
ｍ１（ｘ－ｂ２ｍ２１ｔ）＋ｐ２ｅ

ｍ２（ｘ－ｂ２ｍ２２ｔ）＋

　　
ｐ１ｐ２（ｍ１－ｍ２）

２ｅ［（ｍ１＋ｍ２）ｘ－ｂ２（ｍ３１＋ｍ３２）ｔ］

（ｍ１＋ｍ２）
２ （１８）

其中ｍ１，ｍ２，ｐ１，ｐ２都是任意常数．这样我们得到了
ＫｄＶ方程的双孤子解，而一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程
的双孤子解为

ｕ（ｘ，ｔ）＝１２
ｂ２
ｂ１
（
ｆ１
ｆｍ）－

ｆ２２
ｆｍ２

（１９）

ｖ（ｘ，ｔ）＝λｕ（ｘ，ｔ） （２０）
这里ｆ１，ｆ２，ｆｍ由式（１８）给出，方程的系数满足关系
式（８）和（９），而λ是任意常数．下面我们就以物理
场ｕ（ｘ，ｔ）作为例子，分析孤子之间的相互作用．首

先，当ｐ２＝０（或ｐ１＝０）时，从双孤子解（１９）可得

ｕ（ｘ，ｔ）＝
１２ｂ２ｐ１ｍ

２
１ｅ
ｍ１（ｘ－ｂ２ｍ２１ｔ）

ｂ１（１＋ｐ１ｅ
ｍ１（ｘ－ｂ２ｍ２１ｔ））２

（２１）

在上式中，当ｐ１＝１时得

ｕ（ｘ，ｔ）＝
３ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｓｅｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
１ｔ）］ （２２）

这是一种传播速度为ｂ２ｍ
２
１，幅度为

３ｂ２
ｂ１
ｍ２１的钟型孤

子．当ｐ１＝－１时得

ｕ（ｘ，ｔ）＝
３ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｃｓｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
１ｔ）］ （２３）

这是一种奇异解，因此它描述的不是真正意义上的

孤子，人们通常从广义意义上称它为奇异孤子．那
么，这种奇异孤子的相互作用的性质如何，是否也

具有弹性碰撞的性质？它与钟型孤子之间的碰撞

又会怎样？对这些问题已有文献没有进行明确的分

析，因此这里我们作一些必要的讨论．首先通过解析
分析来证明，当ｔ→－∞时，解（１７）明显地表征双孤
子，并经过相互作用的过程，ｔ→∞时，解（１７）还是能
够表征双孤子，并且这时的双孤子和相互作用之前

的双孤子完全相同．我们只在 Δ＝ｍ２１－ｍ
２
２＞０（Δ＝

ｍ２１－ｍ
２
２＜０的情况完全相同）的情况下进行讨论．先

固定ξ１＝ｘ－ｂ２ｍ
２
１ｔ，因 ξ２＝ξ１＋ｂ２Δｔ，则当 ｔ→ －∞

时，ｅｍ２ξ２→０；当ｔ→∞时，ｅｍ２ξ２→∞．因此有

ｌｉｍ
ｔ→－∞
ｕ＝１２

ｂ２
ｂ１

ｐ１ｍ
２
１ｅ
ｍ１ξ１

（１＋ｐ１ｅ
ｍ１ξ１）２

＝１２
ｂ２
ｂ１

ｐ１ｍ
２
１

（ｅ－ｍ１ξ１／２＋ｐ１ｅ
ｍ１ξ１／２）２

＝

　
３
ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｓｅｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
１ｔ）］　（ｐ１＝１）

－３
ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｃｓｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－Ａｍ

２
１ｔ）］（ｐ１＝－１









 ）

（２４）

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｕ＝１２

ｂ２
ｂ１

ｐ１ｍ
２
１Ω
２ｅｍ１ξ１

（１＋ｐ１Ω
２ｅｍ１ξ１）２

＝

　１２
ｂ２
ｂ１

ｐ１ｍ
２
１

（ｅ－（ｍ１ξ１＋２ｌｎΩ）／２＋ｐ１ｅ
（ｍ１ξ１＋２ｌｎΩ）／２）２

＝

　
３
ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｓｅｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
１ｔ）＋ｌｎΩ］　（ｐ１＝１）

－３
ｂ２
ｂ１
ｍ２１ｃｓｃｈ

２［
ｍ１
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
１ｔ）＋ｌｎΩ］（ｐ１＝－１









 ）

（２５）

式中Ω＝（ｍ１－ｍ２）／（ｍ１＋ｍ２）．由式（２４）和（２５）
可看出，相互作用前的钟型孤子１和相互作用之后
的钟型孤子１在幅度、速度及波形等各方面都完全
相同，只有相位有些变化．这表明钟型孤子相互作
用之后，波形和速度都保持不变，只有相位的漂移．

５８３
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这一结果已被人们所证实［３５］，所以这里我们不再

进行过多的讨论．同样由式（２４）和式（２５）可看出，
相互作用之前的奇异孤子１和相互作用之后的奇
异孤子１也完全相同．这表明奇异孤子之间的相互
作用也类似于钟型孤子的相互作用，它们相互作用

之后也能保持波形和速度，只有相位的漂移．因此，
从这个意义上我们称奇异孤子也比较合理．如果固
定ξ２＝ｘ－ｂ２ｍ

２
２ｔ，因而 ξ１＝ξ２－ｂ２Δｔ，则当 ｔ→ －∞

时，ｅｍ１ξ１→０；当ｔ→∞时，ｅｍ１ξ１→∞．故有

ｌｉｍ
ｔ→－∞
ｕ＝１２

ｂ２
ｂ１

ｐ２ｍ
２
２Ω
２ｅｍ２ξ２

（１＋ｐ２Ω
２ｅｍ２ξ２）２

＝

　１２
ｂ２
ｂ１

ｐ２ｍ
２
２

（ｅ－（ｍ２ξ２＋２ｌｎΩ）／２＋ｐ２ｅ
（ｍ２ξ２＋２ｌｎΩ）／２）２

＝

　
３
ｂ２
ｂ１
ｍ２２ｓｅｃｈ

２［
ｍ２
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
２ｔ）＋ｌｎΩ］　（ｐ２＝１）

－３
ｂ２
ｂ１
ｍ２２ｃｓｃｈ

２［
ｍ２
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
２ｔ）＋ｌｎΩ］（ｐ２＝－１









 ）

（２６）

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｕ＝１２

ｂ２
ｂ１

ｐ２ｍ
２
２ｅ
ｍ２ξ２

（１＋ｐ２ｅ
ｍ２ξ２）２

＝１２
ｂ２
ｂ１

ｐ２ｍ
２
２

（ｅ－ｍ２ξ２／２＋ｐ２ｅ
ｍ２ξ２／２）２

＝

　
３
ｂ２
ｂ１
ｍ２２ｓｅｃｈ

２［
ｍ２
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
２ｔ）］　（ｐ２＝１）

－３
ｂ２
ｂ１
ｍ２２ｃｓｃｈ

２［
ｍ２
２（ｘ－ｂ２ｍ

２
２ｔ）］（ｐ２＝－１









 ）

（２７）

式中Ω＝（ｍ１－ｍ２）／（ｍ１＋ｍ２）．由（２６）和（２７）式
可看出，钟型孤子２以及奇异孤子２相互作用之后
也都能保持原有的波形和速度，只有相位的漂移．

图１　速度相差较大的两个奇异孤子的碰撞

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆｔｗｏｓｉｎｇｕｌａｒｓｏｌｉｔｏｎｓｗｉｔｈｂｉｇｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

根据双孤子解，用图形分析方法分析的结果也证实

了这一结论．当ｐ１＝ｐ２＝－１，ｍ２＝１，ｍ２＝０．２，ｂ１＝
ｂ２＝１时，图１中描绘了速度差别比较大的两个奇
异孤子的追赶碰撞情况．由图可看出，速度相差较
大的两个奇异孤子碰撞时，速度大的奇异孤子迅速

穿过速度小的奇异孤子继续传播，而波形和速度都

没有一点变化，只有些相位的漂移．当ｐ１＝ｐ２＝－１，
ｍ１＝０．４，ｍ２＝０．２，ｂ１＝ｂ２＝１时，图２中描绘了速
度接近的两个奇异孤子的追赶碰撞情况．由图可
知，速度接近的两个奇异孤子碰撞时，它们不发生

真正的碰撞，而接近到一定程度之后，两个奇异孤

子互相交换角色，然后就分开．因此，奇异孤子相互
作用的这些性质与钟型孤子相互作用的性质是一

致的．

图２　速度接近的两个奇异孤子的碰撞

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆｔｗｏｓｉｎｇｕｌａｒｓｏｌｉｔｏｎｓｗｉｔｈｓｍａｌｌｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

当ｐ１＝１，ｐ２＝－１，ｍ１＝０．２，ｍ２＝０．４，ｂ１＝

ｂ２＝１时，图３中绘制了奇异孤子追上钟型孤子并
与钟型孤子发生碰撞的情况．从图上可看出，速度
较快的奇异孤子追上速度较慢的钟型孤子，并压过

钟型孤子之后都能够保持原有的波形和速度，而只

有相位的漂移．当ｐ１＝１，ｐ２＝－１，ｍ１＝０．０．４，ｍ２＝

０．２，ｂ１＝ｂ２＝１时，图４中绘制了钟型孤子追上奇
异孤子并与奇异孤子发生碰撞的情况．从图上可看
出，速度较快的钟型孤子追上速度较慢的奇异孤

子，它们碰撞之后还都能够保持原有的波形和速

度．但碰撞时两个孤子具有明显的相位漂移并出现
钟型孤子遭到破坏的现象．这一现象与奇异孤子撞
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钟型孤子时发生的现象（图３）不同，这是一种有趣
的新现象．

图３　奇异孤子撞钟型孤子的情况

Ｆｉｇ．３　Ｂｅｌｌｔｙｐｅｓｏｌｉｔｏｎｂｕｍｐｅｄｂｙｓｉｎｇｕｌａｒｓｏｌｉｔｏｎ

图４　钟型孤子撞奇异孤子的情况

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｎｇｕｌａｒｓｏｌｉｔｏｎｂｕｍｐｅｄｂｙｂｅｌｌｔｙｐｅｓｏｌｉｔｏｎ

２　结语

总之，本文利用改进的齐次平衡法，首先找到

方程系数之间的合理关系，从而把不可积的一般

ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程简化成可积的 ＫｄＶ方程．然后
通过求解 ＫｄＶ方程得到了一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方
程的多孤子解．利用得到的多孤子解分析了奇异孤
子之间的相互作用以及钟型孤子与奇异孤子之间

的相互作用，结果发现 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ方程奇异孤

子之间的相互作用具有 ＫｄＶ方程钟型孤子之间的
相互作用性质，而钟型孤子与奇异孤子之间的相互

作用可产生不同的现象．那就是，速度比较快的钟
型孤子追上速度比较慢的奇异孤子，它们碰撞之后

虽然能够保持原有的波形和速度，但碰撞时出现钟

型孤子遭到破坏的现象；而速度比较快的奇异孤子

追上速度比较慢的钟型孤子并压过钟型孤子之后，

它们都能够保持原有的波形和速度，也不出现钟型

孤子遭到破坏的现象．
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