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双曲型守恒律的一种三阶松弛格式

陈建忠　史忠科
（西北工业大学自动化学院，西安　７１００７２）

摘要　对一维双曲型守恒律，给出了一种形式更简单、计算量更小的三阶松弛格式．该格式以三阶ＷＥＮＯ重

构和三阶显隐式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法为基础．由于不用求解 Ｒｉｅｍａｎｎ问题和计算非线性通量函数的雅可比矩

阵，所以本文格式保持了松弛格式简单的优点．数值试验表明：该方法具有较高的分辨率．

关键词　双曲型守恒律，　松弛格式，　ＷＥＮＯ重构，　显隐式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法

引 言

松弛格式是近１０年发展起来的一种高精度、
高分辨率有限差分方法，其优点是不用求解 Ｒｉｅ
ｍａｎｎ问题和计算非线性通量函数的雅可比矩阵．
文［１］中，Ｊｉｎ和Ｘｉｎ给出了一阶和二阶松弛格式，其
主要思想是将对双曲型守恒律的求解转化为求解

松弛方程组，并用一阶迎风格式和 ＭＵＳＣＬ格式对
松弛方程组的空间进行离散，时间的离散采用二阶

显隐式 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法．一阶和二阶松弛格式在
ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程［２］、动力学方程［３］、浅水方程

的计算［４，５］和反应流［６］及两相流的模拟等方面得

到应用．２００４年，Ｓｅａ？ｄ［７］将松弛格式进行了高阶
推广，给出了一种具有三阶精度的松弛格式，该格

式基于三阶紧凑中心 ＷＥＮＯ重构［８］．三阶紧凑中
心ＷＥＮＯ重构是在构造全离散中心格式时提出来
的方法，它一个二次和两个一次多项式进行凸组

合．本文基于文［１，７］中的构造方法，利用一种高阶

迎风格式即三阶 ＷＥＮＯ格式的重构方法［９］，给出

了一种更简单、计算量更小的三阶松弛格式．最后
通过数值算例，对新的三阶松弛格式和原三阶格式

进行了比较．结果表明本文方法有较高的分辨率并
且具有计算量小的优点．

１　三阶松弛格式的构造

考虑一维双曲型守恒律

ｕｔ＋ｆ（ｕ）ｘ＝０，　ｕ∈Ｒ
ｎ （１）

采用文［１］中给出的松弛方法将守恒律（１）转化为

松弛方程组
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其中ｖ∈Ｒｎ，Ａ＝ｄｉａｇ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝是正的对角矩
阵，τ＞０是松弛率．这种转化的主要优点在于利用
松弛方程组（２）的线性特征场的特殊结构构造简
单、有效的数值方法．

松弛方程组（２）有两个特征变量 ｖ±Ａ１／２ｕ，当
时 τ→０，若下列的子特征条件（ｓｕｂｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）成立［４，５，７］

槡－ａλ槡ａ （３）

则松弛方程组（２）的解趋于守恒律组（１）的解，其
中λ表示雅可比矩阵ｆ＇（ｕ）的任意一个特征值，ａ＝

ｍａｘ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝．

以ｕｊ（ｔ）＝
１
Δｘ∫Ｉｊｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ表示ｔ时刻网格 Ｉｊ＝

［ｘｊ－１２，ｘｊ＋１２］上的均值，变量ｕ在（ｘｊ＋１２，ｔ）的点值记

为ｕｊ＋１２（ｔ）．松弛格式采用线化方法（ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆ

ｌｉｎｅｓ）［１］，将时间离散和空间离散分开，对空间进行
离散时，时间方向保持连续．松弛方程组（２）守恒
形式的空间离散为
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由上式可知，为完成空间离散，需要计算点值｛ｕｊ＋１２｝
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和｛ｖｊ＋１２｝．利用已知网格均值｛ｕｊ｝重构分片多项式
珘ｕ（ｘ）＝∑ｊｐｊ（ｘ；ｕ）ｘｊ（ｘ） （５）

式中ｐｊ（ｘ；ｕ）是定义在Ｉｊ上的插值多项式，ｘｊ是Ｉｊ上

的特征函数．用ｕ－ｊ＋１２＝ｐｊ（ｘｊ＋１２；ｕ）和ｕ
＋
ｊ＋１２
＝ｐｊ＋１（ｘｊ＋１２；

ｕ）分别表示重构珘ｕ（ｘ）在ｘｊ＋１２左侧和右侧的值．

构造半离散松弛格式的关键在于确定重构函

数以计算网格界面处的值．文［７］给出的三阶松弛格

式是以三阶紧凑中心 ＷＥＮＯ重构为基础，三阶紧
凑中心ＷＥＮＯ重构是一个二次和两个一次多项式
进行凸组合．本文采用三阶 ＷＥＮＯ重构［９］，它是两

个一次多项式的凸组合．ＷＥＮＯ方法是在 ＥＮＯ方
法的基础上发展起来的，其基本思想是将 ＥＮＯ方
法只选择最光滑模板改进为每一个可能模板的加

权平均，而权值可以度量模板的光滑程度．
在每个网格Ｉｊ，三阶ＷＥＮＯ重构计算ｕ

±
ｊ＋１２
的方法为
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的权值为
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式中 ε＞０的引入是为了避免分母为零，取 ε＝
１０－６．光滑因子βｒ为

β０＝（ｕｊ＋１－ｕｊ）
２，　β１＝（ｕｊ－ｕｊ－１）

２

用类似方法可得重构ｐｊ（ｘ；ｖ＋Ａ
１／２ｕ）和ｐｊ（ｘ；ｖ

－Ａ１／２ｕ）在ｘｊ＋１２处的点值，并用它们离散松弛方程

组（２）的两个特征变量ｖ±Ａ１／２ｕ，有
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式中ｖ，ｖ＋ ａ槡 ｋｕ和ｖ－ ａ槡 ｋｕ分别是 ｖ，ｖ＋Ａ
１／２ｕ和

ｖ－Ａ１／２ｕ的第ｋ个分量．解之得
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其中ｕｊ＋１２，ｖｊ＋１２分别是ｕｊ＋１２和ｖｊ＋１２的第ｋ个分量．

采用Ｓｉｍｐｓｏｎ公式估计通量ｆ（ｕ）ｊ

ｆ（ｕ）ｊ＝
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其中 ｕ^ｊ＝ｐｊ（ｘｊ；ｕ）．
半离散松弛格式右端含有刚性源项，一般的显

式方法很难计算，隐式方法计算过程包含许多的非

线性和线性运算，计算量很大．本文采用三阶显隐
式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法［１０，７］，该方法的优点在于非刚

性部分用显式 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法计算，而刚性部分
可用对角隐式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法来计算．

２　数值算例

下列算例中，将本文给出的三阶松弛格式记为

ＲＷ３，文［７］中给出的三阶松弛格式记为 ＲＣＷ３，松
弛常数τ均取为１０－７，ＣＦＬ都取０．７５．

算例３．一维 Ｅｕｌｅｒ方程 
ｔ

ρ
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０，ｐ＝（γ－１）（Ｅ－ρ２ｕ
２）．其中 ρ，ｕ，ｍ（＝ρｕ），ｐ，Ｅ

分别表示密度、速度、动量、压强和总能量，γ＝１．４．
计算区域为ｘ∈［０，１］，考虑下列初值问题：
１）Ｓｏｄ的Ｒｉｅｍａｎｎ问题，初值条件为

　
（ρｌ，ｍｌ，Ｅｌ）＝（１，０，２．５）　　　ｘ＜０．５

（ρｒ，ｍｒ，Ｅｒ）＝（０．１２５，０，０．２５）　ｘ０．{ ５
图１，图２和图３分别给出了用ＲＷ３格式和ＲＣＷ３格
式计算得到的密度，速度和压力的数值解，图中实线

表示精确解，加号点表示数值解．网格数为２００，计算
到τ＝０．１６４４．计算时取ａ１＝１，ａ２＝１．６８，ａ３＝５．０４５．

３）Ｂｌａｓｔ问题［１１］，其初值为

　

（ρｌ，ｍｌ，Ｅｌ）＝（１，０，２５００）　０ｘ＜０．１

（ρｃ，ｍｃ，Ｅｃ）＝（０，０，０．０２５）　０．１ｘ＜０．９

（ρｒ，ｍｒ，Ｅｒ）＝（１，０，２５０．０）　０．９ｘ＜
{

１
采用４００个网格点，图４，图５和图６给出计算到ｔ＝０．
０１时两种三阶松弛格式的计算结果．图７，图８和图９
给出了进一步的比较，计算时间ｔ＝０．０３为．最后，给
出了ｔ＝０．０３８时刻的计算结果，如图１０，图１１和图１２
所示．计算时取ａ１＝３２．５６，ａ２＝１６９，ａ３＝４１１．８３９７．

０９２



第４期 陈建忠等：双曲型守恒律的一种三阶松弛格式

　　　图１　Ｓｏｄ问题密度图　　　　　　图２　Ｓｏｄ问题速度图　　　　　　　图３　Ｓｏｄ问题压力图

Ｆｉｇ．１　Ｓｏｄｐｒｏｂｌｅｍｄｅｎｓｉｔｙ　　　　Ｆｉｇ．２　Ｓｏｄｐｒｏｂｌｅｍｖｅｌｏｃｉｔｙ　　　　　Ｆｉｇ．３　Ｓｏｄｐｒｏｂｌｅｍｐｒｅｓｓｕｒｅ

　　　　图４　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０１密度图　　　图５　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０１速度图　　　图６　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０１压力图

　Ｆｉｇ．４　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０１ｄｅｎｓｉｔｙ　Ｆｉｇ．５　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０１ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｆｉｇ．６　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０１ｐｒｅｓｓｕｒｅ

　　　　　图７　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３密度图　　　图８　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３速度图　　　图９　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３压力图

　Ｆｉｇ．７　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３ｄｅｎｓｉｔｙ　Ｆｉｇ．８　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｆｉｇ．９　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３ｐｒｅｓｓｕｒｅ

　　　　　图１０　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３８密度图　　图１１　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３８速度图　　图１２　Ｂｌａｓｔ问题ｔ＝０．０３８压力图

　Ｆｉｇ．１０　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３８ｄｅｎｓｉｔｙ　Ｆｉｇ．１１　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３８ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｆｉｇ．１２　Ｂｌａｓｔｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．０３８ｐｒｅｓｓｕｒｅ

１９２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２００７年第５卷

３　结论

本文给出了一种形式更简单、计算量更小的三阶

松弛格式．比较数值算例的计算结果可知，ＲＷ３格式
和ＲＣＷ３格式具有几乎一致的模拟效果，但ＲＷ３格
式计算量要小得多，这是因为三阶ＷＥＮＯ重构是两个
一次多项式进行凸组合，而三阶紧凑中心ＷＥＮＯ重构
是一个二次和两个一次多项式进行凸组合．再考虑到
松弛格式要对变量，特征变量进行重构，所以时间的

节省在松弛格式中体现得更加明显．

参　考　文　献

１　ＪｉｎＳ，ＸｉｎＺ．Ｔｈｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｓｙｓｔｅｍｓｏｆｃｏｎｓｅｒ

ｖａｔｉｏｎｌａｗｓｉｎａｒｂｉｔｒａｒｙｓｐａｃｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ．Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ

ｏｎＰｕｒｅａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９５，４８：２３５～２７６

２　ＪｉｎＳ，ＸｉｎＺ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐａｓｓａｇｅｆｒｏｍｓｙｓｔｅｍｓｏｆｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ

ｌａｗｓｔｏＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ａｎｄｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ．

ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，１９９８，３５（６）：２３８５～２４０４

３　ＪｉｎＳ，ＰａｒｅｓｃｈｉＬ，ＴｏｓｃａｎｉＧ．Ｄｉｆｆｕｓｉｖｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ

ｆｏｒｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｋｉｎｅｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｕ

ｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，１９９９，３５：２４０５～２４３９

４　ＤｅｌｉｓＡＩ，ＫａｔｓａｏｕｎｉｓＴｈ．Ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｔｈｅｓｈａｌ

ｌｏｗｗａｔｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｕｍｅｒｉｃａｌ

ＭｅｔｈｏｄｓｉｎＦｌｕｉｄｓ，２００３，４１：６９５～７１９

５　ＤｅｌｉｓＡＩ，ＫａｔｓａｏｕｎｉｓＴｈ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌｓｈａｌｌｏｗｗａｔｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｂｙｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｒｅｌａｘａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｓ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２００５，２９：７５４～７８３

６　ＢａｏＷＺ，ＪｉｎＳ．Ｔｈｅｒａｎｄｏｍｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｈｙｐｅｒｂｏｌ

ｉｃｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓｗｉｔｈｓｔｉｆｆｒｅａｃｔｉｏｎｔｅｒｍｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０００，１６３：２１６～２４８

７　ＳｅａｉｄＭ．Ｎｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｈｅｓｈａｌｌｏｗｗａ

ｔｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｏｎｅａｎｄｔｗｏｓｐａｃｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＦｌｕｉｄｓ，２００４，４６（５）：１～２８

８　 ＬｅｖｙＤ，ＰｕｐｐｏＧ，ＲｕｓｓｏＧ．ＣｏｍｐａｃｔｃｅｎｔｒａｌＷＥＮＯ

ｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒ

ｎａｌＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０００，２２：６５６～６７２

９　ＪｉａｎｇＧＳ，ＳｈｕＣＷ．ＥｆｆｉｃｉｅｎｔＩｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆＷｅｉｇｈｔｅｄ

ＥＮＯＳｃｈｅｍｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９９６，

１２６：２０２～２２８

１０　Ｌ．Ｐａｒｅｓｃｈｉ，Ｇ．Ｒｕｓｓｏ，Ｉｍｐｌｉｃｉｔ－ｅｘｐｌｉｃｉｔＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

ｓｃｈｅｍｅｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｒｅｌａｘａ

ｔｉｏｎ．Ｊ．ＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００５，２５：１２９～１５５

１１　ＷｏｏｄｗａｒｄＰ，ＣｏｌｅｌｌａＰ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｗｏ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｆｌｏｗｗｉｔｈｓｔｒｏｎｇｓｈｏｃｋｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍ

ｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９８４，５４：１１５～１７３

１２　胡彦梅，陈建忠，封建湖．一种基于 ＷＥＮＯ重构的半离

散中心迎风格式．动力学与控制学报，２００５，３（２）：５４～

６０（ＨｕＹＭ，ＣｈｅｎＪＺ，ＦｅｎｇＪＨ．Ａｓｅｍｉｄｉｓｃｒｅｔｅｃｅｎｔｒａｌｕｐ

ｗｉｎｄｓｃｈｅｍｅｂａｓｅｄｏｎＷＥＮＯｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００５，３（２）：５４～６０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ３０Ｊｕｎｅ２００６，ｒｅｖｉｓｅｄ１８Ｏｃｔｏｂｅｒ２００６．

ＡＴＨＩＲＤＯＲＤＥＲＲＥＬＡＸＡＴＩＯＮＳＣＨＥＭＥＦＯＲ

ＨＹＰＥＲＢＯＬＩＣＣＯＮＳＥＲＶＡＴＩＯＮＬＡＷＳ

ＣｈｅｎＪｉａｎｚｈｏｎｇ　ＳｈｉＺｈｏｎｇｋｅ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＮｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ′ａｎ　７１００７２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ａｎｅｗｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｆｏｒｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓｗａｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｃｏｍｂｉｎｅｄ
ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒＷＥＮＯｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｏｒｓｐａｔｉａｌｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｉｍｐｌｉｃｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒｔｉｍｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎｅｗｓｃｈｅｍｅｉｓｍｕｃｈｓｉｍｐｌｅｒａｎｄｌｅｓｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｙｅｘｐｅｎｓｉｖｅｔｈａｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌ
ｏｎｅ．ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｓｃｈｅｍｅｄｏｅｓｎｏｔｒｅｑｕｉｒｅＲｉｅｍａｎｎｓｏｌｖｅｒｓａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆＪａｃｏｂｉａｎｓ，ｓｏｉｔｒｅｍａｉｎｓｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓｏｆｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ．Ｔｈｅｎｅｗｓｃｈｅｍｅｗａｓｔｅｓｔｅｄｏｎｓｅｖｅｒａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ
ｓｈｏｗｅｄｉｔｈａｄｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ，　ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ，　ＷＥＮＯｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，　ｉｍｐｌｉｃｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔ
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄ

２９２


