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压电热弹性体混合层合板的响应分析
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摘要　根据广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理推导出了压电热弹性体非齐次的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程．考虑热平衡方程与

导热方程中变量的对偶关系，通过增加正则方程的维数，成功地将非齐次的正则方程转化为能独立求解的

压电热弹性体耦合问题的齐次方程．将非齐次方程转化为齐次方程不仅使问题变得大为简化，同时也减少

了数值计算的工作量．数值实例研究了温度载荷和力载荷作用下压电热弹性材料四边简支层合板的响应问

题，部分算例与相关文献进行了比较．

关键词　压电热弹性体，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程，　齐次方程，　层合板

引 言

压电弹性材料和磁电弹性材料，具有将某一或

两种形式的能量转化为其他形式能量的功能，并且

易于控制和操作，因此被广泛应用于空间工程、宇

宙飞船、机动车和医疗设备等科学和工程领域［１］．
近年来，关于压电材料的研究已经获得长足的发

展．Ｒａｙ［２，３］等、Ｈｅｙｌｉｇｅｒ和 Ｂｒｏｏｋｓ［４，５］根据 Ｐａｇａ
ｎｏ［６］的薄板圆柱弯曲精确解方法，分析了压电层的
精确解问题．范家让［７］等人利用状态空间分析法研

究了一般边界条件下复合材料层合板的系列力学

问题．目前，状态空间方法是求解任意厚度复合材
料层合板或压电型层合结构有关问题的主要方法

之一［８，９］，这种方法有很多优点．
以上所涉及到的对压电材料层合板的分析方

法均没有考虑温度对压电材料力学性能的影响，在

周围温度环境恶劣或温度剧烈变化的情况下，温度

的变化将对材料的性能产生重大影响．Ｍｉｎｄｌｉｎ［１０］

最先提出了机、电、热场耦合的压电热弹性材料的

控制方程，文献［１１］提出了压电热弹性层合板的精

确解，Ｖｅｌ和 Ｂａｔｒａ［１２］分析了压电热弹性材料层合
板的广义应变问题．以往文献研究热弹性材料层合
板问题时，通常由基本方程推导出的控制方程是非

齐次的，求解比较复杂［１３，１４］．
本文利用混合变分原理［１５－１９］，结合热平衡方

程和导热方程，根据对偶关系［２０］的统一性成功地

导出了压电热弹性体耦合问题的齐次状态方程．数
值实例研究了温度载荷和力载荷作用下压电热弹

性材料四边简支层合板的响应问题．

１　压电热弹性材料的基本方程

假设所研究的压电热弹性材料为正交各向异

性的，则其本构关系是

σ＝ｃε－ｅＴＥ－λＴ，　Ｄ＝ｅε＋ｋＥγＴ （１）

其中σ为应力向量（分量 σｉｊ，ｉ，ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ），ε为应

变向量分量（εｉｊ，ｉ，ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ），λ为应力 －温度向量

（分量λｉ，ｉ＝１，２，３，４，５，６），ｃ为刚度系数矩阵（分

量ｃｉｊ，ｃｉｊ＝ｃｊｉ，ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５，６），ｅ为压电系数矩

阵（分量ｅｉｊ，ｉ＝１，２，３，ｊ＝１，２，３，４，５，６），Ｅ为电场

强度向量（分量Ｅｉ，ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ），Ｄ为电位移向量（分

量Ｄｉ，ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ），ｋ为介电系数矩阵（分量 ｋｉｊ，ｋｉｊ＝

ｋｊｉ），γ为热电系数向量（分量γｉ，ｉ＝１，２，３），Ｔ为温

度增量，“Ｔ”表示转置．

弹性材料的应变－位移关系

εｘｘ＝αｕ　　εｙｚ＝βｗ＋ｖ／ｚ

εｙｙ＝βｖ　　εｘｚ＝ｕ／ｚ＋αｗ

εｚｚ＝ｗ／ｚ　εｘｙ＝αｖ＋βｕ （２）

其中ｕ，ｖ，ｗ为位移分量，α＝／ｘ，β＝／ｙ．

电场强度分量与电势的关系

Ｅｘ＝－α　Ｅｙ＝－β　Ｅｚ＝－／ｚ （３）

对式（１）进行行列交换并写成分块矩阵形式
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Ｐ１
Ｐ{ }
２

＝
Γ１１　Γ１２
Γ１２　Γ

[ ]
２２

Ｄ１
Ｄ{ }
２

＋
Ｂ１Ｔ

Ｂ２{ }Ｔ （４）

其中（Γｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２）是本构关系进行行列交换后对
应的分块矩阵

Ｐ１＝［σｘｚ　σｙｚ　σｚ　Ｄｚ］
Ｔ，

Ｐ２＝［σｘ　σｙ　σｘｙ　Ｄｘ　Ｄｙ］
Ｔ，

Ｄ１＝［εｘｚ　εｙｚ　εｚ　 －Ｅｚ］
Ｔ，

Ｄ２＝［εｘ　εｙ　εｘｙ　 －Ｅｘ　－Ｅｙ］
Ｔ，

Ｂ１＝［０　０　－λ３３　ｒ３］
Ｔ，

Ｂ１＝［λ１１　－λ２２　０　０　０］
将式（４）中的Ｐ２，Ｄ１作为未知量求出，有
Ｐ１
Ｐ{ }
２

＝
Φ１１　Φ１２
Φ１２　Φ

[ ]
２２

Ｐ１
Ｄ{ }
２

＋
Ａ１Ｔ

Ａ２{ }Ｔ （５）

其中

Φ１１＝Γ
－１
１１，　Φ１２＝－Γ

－１
１１Γ１２，　Φ２１＝－Φ１２

Ｔ

Φ２２＝Φ
Ｔ
２２＝Γ２２－Γ２１Γ

－１
１１Γ１２

Ａ１＝－Φ１１Ｂ１，　Ａ２＝（Ｂ２－Γ２１Φ１１Ｂ１）
根据文献［１５－１９］，压电热弹性材料的广义Ｈ

－Ｒ变分原理为

　δΠ＝δ∫ｖＬＲｄＶ－δ∫ｓσ珔ＴＴＱｄＳ－δ∫ｓｕＴＴ（Ｑ－珚Ｑ）ｄＳ＝０
（６）

其中ＬＲ为广义的Ｒｅｉｓｓｎｅｒ’ｓ能密度函数
珔Ｔ＝ 珔Ｔｘ　珔Ｔｙ　珔Ｔｚ　珔Ｔ[ ]ｑ，

Ｑ＝［ｕ　ｖ　ｗ　］Ｔ，

Ｆ＝［ｆｘ　ｆｙ　ｆｚ　ｆｑ］
为广义体积力；

Ω＝ｄｉａｇ［ρω２　ρω２　ρω２　０］，ρ是材料密度，

ω是频率．
将式（５）代入式（６）有消去其中的 Ｐ２和 Ｄ

Ｔ
１，

有

ＬＲ＝Ｐ
Ｔ（Ｄ１＋Φ

Ｔ
２１Ｄ２）＋

１
２Ｄ

Ｔ
２Φ２２Ｄ２－

１
２Ｐ

ＴΦ１１Ｐ＋

　ＡＴ２Ｄ２Ｔ－Ａ
Ｔ
１ＰＴ－

１
２Ｑ

ＴΩＱ－ＱＴＦ （７）

将应变－位移关系和电场 －电势关系表示成
向量形式

Ｄ１＝Ｑ／ｚ＋Ｇ１Ｑ，　Ｄ２＝Ｇ２Ｑ （８）
其中Ｇ１和Ｇ２为操作算子矩阵，将式（８）带入式
（７）得

ＬＭＲ＝Ｐ
ＴＱ
ｚ
＋ＰＴ（Ｇ１Ｑ＋Φ

Ｔ
２１Ｇ２Ｑ）＋

　１２（（Ｇ２Ｑ）
ＴΦ２２Ｇ２Ｑ－Ｑ

ＴΩＱ）－

　１２Ｐ
ＴΦ１１Ｐ－Ｑ

ＴＦ＋ＡＴ２Ｇ２ＱＴ－Ａ
Ｔ
１ＰＴ （９）

将上式写成 ＬＭＲ＝Ｐ
Ｔ
１Ｑ，ｚ－Ｈ，则式（６）可写成广义

的Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理

δΠ＝δ∫ｖ（ＰＴ１Ｑ，ｚ－Ｈ）ｄＶ－δ∫ｓσ珔ＴＴＱｄＳ－
　δ∫ｓｕＴＴ（Ｑ－珚Ｑ）ｄＳ＝０ （１０）

式中Ｈ是Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数．
设广义的应力边界条件和位移边界条件为Ｔ＝珔Ｔ

和Ｑ＝珚Ｑ，以Ｐ１和Ｑ为相互独立的变量，对式（１０）
进行变分可得Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程（忽略体积力）

　ｄｄｚ{ }ＰＱ ＝
ＧＴ１＋Ｇ

Ｔ
２Φ２１ ＧＴ２Φ２２Ｇ２Ω

Φ１１ （Ｇ１＋Φ
Ｔ
２１Ｇ２[ ]） { }ＰＤ ＋

ＧＴ２Ａ２
Ａ{ }
１

Ｔ （１１）

式中 ，Ｐ＝Ｐ１，Ｐ和Ｑ为互相对偶的列向量．
很显然（１１）式为一阶非齐次方程组，在文献

［１３，１４］中，从基本方程中消去广义的平面内应
力，也导出了相似的非齐次方程组，但是要想求解

具体的稳态问题，还要联立从导热方程和热平衡方

程导出的以增量温度Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ）为变量的二阶微分
方程．

导热方程和热平衡方程导如下

ｐｘ＝－ｋ１１Ｔ，ｘ，　ｐｙ＝－ｋ２２Ｔ，ｙ，　ｐｚ＝－ｋ３３Ｔ，ｚ，

ｐｘ，ｘ＋ｐｙ，ｙ＋ｐｚ，ｚ＝０ （１２）
现以方程（１２）为基础结合边界条件导出以增

量温度Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ）为变量的二阶微分方程

２Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ）／ｚ２－ＣＴ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ （１３）
由方程（１２）得

ｐｚ／ｚ＝（ｋ１１α＋ｋ２２β
２）Ｔ （１４ａ）

Ｔ／ｚ＝－１／ｋ３３ｐｚ （１４ｂ）

可证明上式中的热流量 ｐｚ（ｘ，ｙ，ｚ）和 Ｔ（ｘ，ｙ，
ｚ）温度增量是对偶变量，因此，可根据对偶关
系［２０］，将式（１４ａ）、（１４ｂ）与方程（１１）中的 Ｐ和 Ｑ
扩展成统一的对偶列向量得到关于压电热弹性体

的齐次方程

ｄＲ／ｄｚ＝ＤＲ （１５）
式中

　Ｒ＝［σｘｚ　σｙｚ　σｚｚ　ｄｚ　ｐｚ　ｕ　ｖ　ｗ　　Ｔ］
Ｔ

１６２
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　Ｄ＝
Ａ　Ｂ[ ]Ｃ　Ｅ

　Ａ＝

０ ０ αｓ８ αｓ１０ ０

０ ０ βｓ９ βｓ１１ ０

－α －β ０ ０ ０

αｓ６ βｓ７ ０ ０ ０

















０ ０ ０ ０ ０

　Ｂ＝

Ｂ１１ Ｂ１２ ０ ０ －αｓ１８
Ｂ２１ Ｂ２２ ０ ０ －βｓ１９
０ ０ －ρω２ ０ ０
０ ０ ０ Ｂ４４ ０

０ ０ ０ ０ Ｂ

















５５

　Ｃ＝

ｓ１ ０ ０ ０ ０

０ ｓ２ ０ ０ ０

０ ０ ｓ３ ｓ４ ０

０ ０ ｓ４ ｓ５ ０

０ ０ ０ ０ ｓ

















２４

　Ｅ＝

０ ０ －α αｓ６ ０

０ ０ －β βｓ７ ０

αｓ８ βｓ９ ０ ０ ｓ２０
αｓ１０ βｓ１１ ０ ０ ｓ２１

















０ ０ ０ ０ ０

　Ｂ１１＝－α
２ｓ１２－β

２ｓ１５－ρω
２，

　Ｂ１２＝－αβ（ｓ１３＋ｓ１５），
　Ｂ２１＝－αβ（ｓ１３＋ｓ１５），

　Ｂ２２＝－β
２ｓ１４－α

２ｓ１５－ρω
２，

　Ｂ４４＝－α
２ｓ１６－β

２ｓ１７，

　Ｂ４４＝－α
２ｓ２２－β

２ｓ２３．
其中，ｓ（ｉ＝１～２４）是与材料参数相关的常数．

２　控制方程的求解

以四边简支矩形压电材料层合板为例，侧面边

界条件为：

σｘ＝ｗ＝ｖ＝＝Ｔ＝０　（ｘ＝０，ａ）

σｙ＝ｗ＝ｕ＝＝Ｔ＝０　（ｙ＝０，ｂ） （１６）
设层合板任意一层满足边界条件（１６）的解的

形式如下

　（σｘｚ，ｕ）＝∑
∞

ｍ
∑
∞

ｎ
（σｍｎｘｚ（ｚ），ｕ

ｍｎ（ｚ））ｃｏｓ（ηｘ）ｓｉｎ（ξｙ）ｅωｔ，

　（σＹｚ，ｖ）＝∑
∞

ｍ
∑
∞

ｎ
（σｍｎｙｚ（ｚ），ｖ

ｍｎ（ｚ））ｓｉｎ（ηｘ）ｃｏｓ（ξｙ）ｅωｔ，

　（σｚ，ｄｚ，ｐｚ，ｗ，，Ｔ）＝∑
∞

ｍ
∑
∞

ｎ
ψ（ｚ）ｓｉｎ（ηｘ）ｓｉｎ（ξｙ）ｅωｔ，

　ψ（ｚ）＝（σｍｎｚ（ｚ），ｄ
ｍｎ
ｚ（ｚ），ｐ

ｍｎ
ｚ（ｚ），ｗ

ｍｎ（ｚ），ｍｎ（ｚ），Ｔｍｎ（ｚ））

其中

η＝ｍπ／ａ，ξ＝ｎπ／ｂ
将上述解代入式（１５），对于任意一对 ｍ－ｎ都

有

ｄＲｍｎ（ｚ）／ｄｚ＝ＫＲｍｎ（ｚ） （１７）

　Ｒｍ（ｚ）＝［σｍｎｘｚ（ｚ）σ
ｍｎ
ｙｚ（ｚ）σ

ｍｎ
ｚｚ（ｚ）ｄ

ｍｎ
ｚ（ｚ）ｐ

ｍｎ
ｚ（ｚ）

ｕｍｎ（ｚ）ｖｍｎ（ｚ）ｗｍｎ（ｚ）ｍｎ（ｚ）Ｔｍｎ（ｚ）］Ｔ

　Ｋ＝
珚Ａ　珚Ｂ
珚Ｃ　珚[ ]Ｅ

　珚Ａ＝

０ ０ ζｓ８ ζｓ１０ ０

０ ０ ηｓ９ ηｓ１１ ０

ζ η ０ ０ ０
－ζｓ６ －ηｓ７ ０ ０ ０

















０ ０ ０ ０ ０

　珚Ｂ＝

珔Ｂ１１ 珔Ｂ１２ ０ ０ －ζｓ１８
珔Ｂ２１ 珔Ｂ２２ ０ ０ －ηβｓ１９
０ ０ －ρω２ ０ ０
０ ０ ０ 珔Ｂ４４ ０

０ ０ ０ ０ 珔Ｂ

















５５

　珚Ｃ＝Ｃ

　珚Ｅ＝

０ ０ －ζ ζｓ６ ０

０ ０ －η ηｓ７ ０

－ζｓ８ －ηｓ９ ０ ０ ｓ２０
－ζｓ１０ －ηｓ１１ ０ ０ ｓ２１

















０ ０ ０ ０ ０

根据矩阵理论，方程（１７）的精确解为

Ｒｍｎ（ｚ）＝ｅＫｚＲｍｎ（ｚ） （１８）

对于ｎ层的层合板来说，可令式（１８）中的 ｚ＝ｈｊ对

应于第ｊ层的厚度，则有

Ｒｍｎｊ（ｈｊ）＝Ｋ（ｈｊ）Ｒ
ｍｎ
ｊ（ｈｊ－１） （１９）

根据层间的连续关系有

Ｒｍｎｎ（ｈｊ）＝ＴＲ
ｍｎ
１（０） （２０）

其中Ｔ＝Ｋ（ｈｋ）Ｋ（ｈｋ－１）…Ｋ（ｈ１），Ｒ
ｍｎ
１（０）是第一层

外表面（ｚ＝０）的广义位移和广义应力的初始值，由

作用在板上下表面的广义外力可求出 Ｒｍｎ１ （０），进

而可求得层合板任意空间位置的广义应力和广义

位移．

２６２
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３　实例分析

例１：首先用静力问题［１４］来验证本文的方法及

分析程序（在经典解法中仅查到了有关静力学问题

的文献），文献［１４］给出了７层的混合层板 ［０／０／
９０／０／０／９０／０ｐ］算例，压电热弹性材料 ＰＺＴ－５Ａ置
于最下层，层合板厚度ｈ＝１ｍ，ａ＝ｂ＝５０ｍ；ＰＺＴ
－５Ａ层的厚度ｈｐ＝０．１ｈ，弹性材料Ｇｒ／Ｅｐ层的厚
度相同ｈｓ＝０．９ｈ／６；（下标１和２分别标记层合板
上下表面）；

工况１：σｚｚ１＝０，　σｚｚ２＝ｓｉｎ（ζｘ）ｓｉｎ（ηｙ），
　　　１＝２＝Ｔ１＝Ｔ２＝０
工况２：σｚｚ１＝σｚｚ２＝０，　１＝２＝０，Ｔ１＝０，
　　　Ｔ２＝ｓｉｎ（ηｙ）ｓｉｎ（ζｘ）
根据所给工况，选取了ｍ ＝ｎ＝１进行求解，

分析结果与比较列于表１．
表１　分析结果与比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

Ｃａｓｅ １ ２
Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｗ１ｂ Ｕ１ｂ Ｗ２ｂ Ｐ２ｂ
Ｐｒｅｓｅｎｔ －６４１．３４０ －１９．８２５ －８．０６１４ ４８２．２４７
Ｒｅｆ．［８］ －６４１．３４２ －２０．０４４ －８．０５２８ ４８１．２１１

其中

Ｗ１ｂ＝ｗ（ａ／２，ｂ／２，０）／Ｋ１，Ｕ１ｂ＝ｕ（０，ｂ／２，０）／Ｋ１，

Ｗ２ｂ＝１０×ｗ（ａ／２，ｂ／２，０）／Ｋ２，

Ｐ２ｂ＝ｐｂ（ａ／２，ｂ／２，０）／Ｋ２；

Ｋ１，Ｋ２为无量纲参量且Ｋ１＝ａ／ｈ／１０．３×１０
９，

Ｋ２＝ａ／ｈ×２２．５×１０
－６．

例２：分析三层的混合层板［０／０／９０］，压电热弹

性材料ＰＺＴ－５Ａ置于最下层，ＰＺＴ－５Ａ层的厚度

０．１ｈ，密度７５００ｋｇ／ｍ３；弹性材料Ｇｒ／Ｅｐ的厚度相同

为０．９ｈ／２，密度１５００Ｐｋｇ／ｍ３，层合板厚度 ｈ＝１ｍ，ａ

＝ｂ＝１０ｍ，σｚｚ１＝ｓｉｎ（ηｙ）ｓｉｎ（ζｘ）ｓｉｎ５０ｔ，取ｍ＝ｎ＝１

求解．以下工况下标１、２分别表示上、下表面．

工况１：Ｔ１＝ｓｉｎ（ηｙ）ｓｉｎ（ζｘ）ｓｉｎ５０ｔ，

σｘｚ１＝σｘｚ２＝σｙｚ１＝σｙｚ２＝σｚｚ２＝１＝２＝Ｔ２＝０

工况２：Ｔ１＝２ｓｉｎ（ηｙ）ｓｉｎ（ζｘ）ｓｉｎ５０ｔ，

σｘｚ１＝σｘｚ２＝σｙｚ１＝σｙｚ２＝σｚｚ２＝１＝２＝Ｔ２＝０

工况３：Ｔ１＝３ｓｉｎ（ηｙ）ｓｉｎ（ζｘ）ｓｉｎ５０ｔ，

σｘｚ１＝σｘｚ２＝σｙｚ１＝σｙｚ２＝σｚｚ２＝１＝２＝Ｔ２＝０

层合板上下表面和中性面的部分广义应力和

广义位移的幅值分别列于表２和表３．

表２　层合板上下表面广义位移和应力值

Ｔａｂｌｅ２　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｔｒｅｓｓａｎｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｔｏｐ／ｂｏｔｔｏｍｓｕｒｆａｃｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｃａｓｅ１ Ｃａｓｅ２ Ｃａｓｅ３
ｕ１ －２．３５０９Ｅ－６ －４．７００３６Ｅ－６ －７．０５０１３Ｅ－６
ｖ１ －７．６４７２９Ｅ－６ －１．５２９２９Ｅ－５ －２．２９３８５Ｅ－５
ｗ１ －２．５９０６Ｅ－５ －５．１８０２５Ｅ－５ －７．７６９９Ｅ－５
Φ１ ２．２４９９１Ｅ－５ ４．４９９８１Ｅ－５ ６．７４９７１Ｅ－５
Ｔ１ ０．６９４１２７ １．３８８２５ ２．０８２３８
ｕ２ ３．３４６８６Ｅ－６ ６．６９１７７Ｅ－６ １．００３６７Ｅ－５
ｖ２ －３．３１７９５Ｅ－７ －６．６４４３３Ｅ－７ －９．９７０７１Ｅ－７
ｗ２ －１．７４６６３Ｅ－５ －３．４９２３Ｅ－５ －５．２３７９７Ｅ－５
Φ２ ２．４３４５９Ｅ－５ ４．８６９１７Ｅ－５ ７．３０３７４Ｅ－５
Ｔ２ ０．７７４９４５ １．５４９８９ ２．３２４８３

表３　层合板中性面广义位移和应力值

Ｔａｂｌｅ３　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｔｒｅｓｓａｎｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｎｅｕｔｅｒｓｕｒｆａｃｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｃａｓｅ１ Ｃａｓｅ２ Ｃａｓｅ３
ｕｍ －４．９６８７９Ｅ３ －９．９３５９１Ｅ３ －１．４９０３Ｅ４
ｖｍ ９．３１４３３Ｅ３ １．８６３１１Ｅ４ ２．７９４７８Ｅ４
ｗｍ －３．５８３９８Ｅ２ －７．１７２３Ｅ２ －１．０７６０６Ｅ３
Φｍ １．２１９６Ｅ３ ２．４３９２１Ｅ３ ３．６５８８２Ｅ３
Ｔｍ ０．２６８２９１ ０．５３６５８３ ０．８０４８７４
σｘｚｍ ８．２４０７７Ｅ－７ １．６４７６Ｅ－６ ２．４７１１２Ｅ－６
σｙｚｍ －３．５４２８３Ｅ－６ －７．０８５１６Ｅ－６ －１．０６２７５Ｅ－５
σｚｚｍ －１．９０２８Ｅ－５ －３．８０４６５Ｅ－５ －５．７０６４９Ｅ－５
Ｄｚｍ ２．３７３２２Ｅ－５ ４．７４６４２Ｅ－５ ７．１１９６２Ｅ－５
ｐｚｍ ０．７５７２３４ １．５１４４７ ２．２７１７

部分广义平面外应力幅值和广义位移幅值沿

厚度方向的变化趋势列于图 １图 １０（为温度增

量）：

图１　σｘｚ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．１　σｘｚｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
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图２　σｙｚ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．２　σｙｚｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图３　σｚｚ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．３　σｚｚｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图４　沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．４　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图５　Ｔ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．５　Ｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图６　ｕ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．６　ｕｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图７　ｖ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．７　ｖｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图８　ｗ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．８　ｗｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图９　Ｄｚ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．９　Ｄｚｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
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图１０　ｐｚ沿厚度方向的分布

Ｆｉｇ．１０　ｐｚｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图１１给出了温度增量 Ｔ＝１时中性面上广义

应力σｘｚ；图１２给出了温度增量Ｔ＝１时中性面上

位移ｕ随时间的变化趋势，其它平面外应力－时间

和广义位移－时间关系与此类似．

图１１　中性面处应力σｘｚ

Ｆｉｇ．１１　ｎｅｕｔｅｒｓｕｒｆａｃｅｓｔｒｅｓｓσｘｚ

图１２　中性面处位移ｕ

Ｆｉｇ．１２　ｎｅｕｔｅｒｓｕｒｆａｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕ

４　结束语

本文联立导热方程和热平衡方程并结合边界条

件，根据对偶关系的统一性将非齐次方程扩展成齐次

控制方程，从而大大减少了运算工作量．具体实例中

分析了压电热弹性材料四边简支层合板在温度载荷

和动力载荷作用下的响应的精确解问题，为建立压电

热弹性材料板的近似数值方法提供了参考依据．

对于一般的复合材料，如果也考虑温度梯度问

题，也能导出类似的齐次方程．
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