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摘要　针对一类具有对称约束的单自由度线性系统，以定相位面为Ｐｏｉｎｃａｒé截面建立起Ｐｏｉｎｃａｒé映射，讨论

了此类周期运动的稳定性问题．并基于胞映射的思想，引入拉回积分等分析手段，得到了该碰振系统对称双

碰周期１的吸引子与吸引域，分析了吸引域随参数的变化规律．最后发现了吸引域的变化和系统分岔图中

出现跳跃现象之间的联系．
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引言

碰撞振动系统可以用来描述许多内部或边界

上有间隙的机械，例如齿轮传动箱、转子轴承工作

时因振动发生的碰撞，航天器伸展对接系统由于关

节间隙导致传动误差诱发的内碰撞等．间隙是机械
结构设计中不可避免的现象，由它引起的碰撞振动

对系统的动力学行为有很大的影响，系统的动态响

应因此会呈现出复杂的周期运动或混沌运动．
近几年来，许多学者对单边约束的系统模型进

行了研究．Ｓｈａｗ［１］等人分别对单自由度分段线性系
统和冲击振子系统做了较详细的研究，发现并证实

了在这类系统存在倍周期分岔和 Ｓｍａｌｅ马蹄集等
非线性特征．Ｎｏｒｄｍａｒｋ［２］等从相空间中流与边界相
互作用的关系出发，建立了反映冲击振子碰撞运动

的拉回映射，发现冲击振子的运动中存在的擦边碰

撞现象是振子由周期运动直接进入混沌运动的主

要原因．Ｂｅｒｎａｒｄｏ［３］等人在擦边轨道或滑行轨道附
近引入ＺＤＭ映射，并通过分段流的局部展开法以
及各段的切换条件，建立起分段映射，最后组装成

全局映射，为一般多维分段光滑动力学系统找到了

统一的建立范式映射的方法．张彦梅［４］等基于

Ｐｏｉｎｃａｒé映射方法对一类两自由度碰撞系统进行
研究，得到了单碰周期１／ｎ的亚谐周期运动的存在
性判据，并精确地找到亚谐周期运动的初始位置．

相对而言，对双边约束的系统研究还比较少．
Ｓｈａｗ［５］利用与分析单边约束系统类似的方法，以其

中一个约束面为Ｐｏｉｎｃａｒé截面建立映射关系，分析
了一类受双边约束振子对称双碰周期运动的稳定

性问题，但没有给出此运动形式的存在性条件．
Ｌｕｏ［６］等针对对称分段线性动力系统，将两个切换
面都作为Ｐｏｉｎｃａｒé截面，建立起基本映射，再运用
组合基本映射的方法，分析了系统周期运动的稳定

性与分岔条件．Ｖｉｒｇｉｎ［７］等分别用直接数值求解和
胞映射方法得到了一类碰振系统的吸引域，并将结

果进行了比较．但由于积分精度等原因，得到的域
边界比较粗糙，而且有些本应是吸引域中的胞在用

胞映射计算时却成为了陷胞．
本文对一类具有对称约束的单自由度线性系

统进行了研究，并以定相位面为Ｐｏｉｎｃａｒé截面讨论
了此类周期运动的稳定性问题．在数值模拟过程
中，我们发现系统存在多吸引子共存现象，并基于

胞映射［８］的思想，引入拉回积分等分析手段，得到

了该碰振系统对称双碰周期１运动在不同参数条
件下的吸引子与吸引域．通过与Ｐｏｉｎｃａｒé映射分岔
图进行对比分析，发现了吸引域的改变与系统出现

跳跃现象之间的联系．

１　周期对称碰振运动 Ｐｏｉｎｃａｒé映射的建立
与分岔分析

考虑如图１所示的单自由度线性含对称约束的
碰振系统．不考虑阻尼，滑块在间隙中的运动由以下
线性微分方程表示（其中假设固有频率ω０为１）：

ｘ̈＋ｘ＝ｆｃｏｓωｔ （１）
假设振子在 ｔ时刻与刚性约束面发生碰撞，则位
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移满足条件：

ｘ（ｔ）＝｜δ｜，（δ＞０） （２）
该条件确定的平面称为碰撞面．我们这里假定碰撞
是瞬间完成的，碰撞前后只有速度分量发生改变，

则对应的碰撞条件为：

ｘ＋（ｔ）＝－ｒｘ－（ｔ） （３）
其中ｘ－（ｔ），ｘ＋（ｔ）分别表示振子碰撞前和碰撞
后的速度，ｒ（０＜ｒ１）为碰撞恢复系数．

图１　力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌ

以往对碰撞振子的研究，出于简单起见，一般

都是以碰撞面作为 Ｐｏｉｎｃａｒé截面［１，４，５］建立碰撞映

射关系．但当振子发生擦边分岔或混沌运动（由混
沌运动轨道的稠密性知也存在擦边的轨线）时，碰

撞面与轨线相切，因而会出现不满足 Ｐｏｉｎｃａｒé截面
与轨线横截相交这一条件的情况．为此，本文考虑
选择定相位面∑φ＝｛（ｔ，ｖ，ｘ）∈Ｒ

２×Ｒ＋｜ｔ（ｍｏｄ
（２ｎπ））＝φ０｝为Ｐｏｉｎｃａｒé截面，这样可以使轨线与
Ｐｏｉｎｃａｒé截面总是满足横截相交条件．

图２　对称双碰周期ｎ运动

Ｆｉｇ．２　Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｗｏ－ｉｍｐａｃｔｎ－ｐｅｒｉｏｄｍｏｔｉｏｎ

仍然考虑对称双碰周期ｎ运动（如图２）．设φ０
为某个 Ｐｏｉｎｃａｒé截面的相位，其对应时刻为 ｔ０，则
两次碰撞发生时刻可分别表示为：

ｔ１＝ｔ０＋
ｎπ
ω
－τ，　ｔ２＝ｔ０＋

２ｎπ
ω
－τ （４）

这里τ为轨线离开第二次碰撞点返回 Ｐｏｉｎｃａｒé截
面的时间．这样我们可得到第一次碰撞前的位移及

速度分量：

　

ｘ（ｔ１）＝Ａｃｏｓ（
ｎπ
ω
－τ）＋Ｂｓｉｎ（ｎπω

－τ）＋

　Ａ０ｃｏｓω（ｔ０＋
ｎπ
ω
－τ）

ｖ（ｔ１）＝－Ａｓｉｎ（
ｎπ
ω
－τ）＋Ｂｃｏｓ（ｎπω

－τ）－

　Ａ０ωｓｉｎω（ｔ０＋
ｎπ
ω
－τ















 ）

（５）

其中：ｖ＝ｘ，Ａ０＝
ｆ

１－ω２
，Ａ＝ｘ０－Ａ０ｃｏｓφ０，Ｂ＝ｖ０＋

Ａ０ωｓｉｎφ０，φ０＝ωｔ０，碰撞条件为ｘ（ｔ１）＝－δ，该式确
定了时间τ与初始点（ｘ０，ｖ０）的关系．

同理，由ｔ１→ｔ２时刻的解曲线方程，可得到第
二次碰撞前的位移及速度分量；由 ｔ２→ｔ３时刻，可
得到ｔ３时刻的位移和速度分量如下：

　
ｘ（ｔ３）＝Ａ

＂ｃｏｓτ＋Ｂ＂ｓｉｎτ＋Ａ０ｃｏｓωｔ０
ｖ（ｔ３）＝－Ａ

＂ｓｉｎτ＋Ｂ＂ｃｏｓτ－Ａ０ωｓｉｎωｔ{
０

（６）

其中：

Ａ＂＝δ－Ａ０ｃｏｓω（ｔ０－τ），

Ｂ＂＝ｖ＋（ｔ２）＋Ａ０ωｓｉｎω（ｔ０－τ） （７）
（６）及（７）式确定了Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的点（ｘ０，ｖ０）到
点（ｘ（ｔ３），ｖ（ｔ３））之间的映射关系，是我们进一步
分析对称双碰周期运动分岔的基础．

为简化计算 ，在这一节中设 φ０，则碰撞条件
ｘ（ｔ１）＝－δ可简化为：

　（ｘ０Ａ０）ｃｏｓ（
ｎπ
ω
τ）＋ｖ０ｓｉｎ（

ｎπ
ω
τ）＋

　Ａ０ｃｏｓω（
ｎπ
ω
τ）＝δ （８）

在计算系统周期运动的分岔之前，我们必须先求出

映射（６）的不动点（ｘ０，ｖ０）：

　
ｘ０＝（ζ１１ｓｉｎ

２τ＋ζ１２ｓｉｎτ＋ζ１３ｃｏｓ
２τ＋ζ１４ｃｏｓτ－Ａ０）／ζ１５

ｖ０＝（ζ２１ｓｉｎ
２τ＋ζ２２ｓｉｎτ＋ζ２３ｃｏｓ

２τ＋ζ２４ｃｏｓτ）／ζ{
２５

（９）
将（９）式代入（８）式中，可得到时间τ满足的方程，
并可用数值方法求得时间τ．

为了讨论其稳定性，我们需要计算 Ｐｏｉｎｃａｒé映
射（１７）在该不动点处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵：

　ＤＰ＝

ｘ（ｔ３）
ｘ０

ｘ（ｔ３）
ｖ０

ｖ（ｔ３）
ｘ０

ｖ（ｔ３）
ｖ











０

（１０）

６５２
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求导过程中注意将 τ看作（ｘ０，ｖ０）的函数，利
用（１６）式，得到ＤＰ各分量为：

ｘ（ｔ３）
ｘ０

＝ｒ２ｃｏｓｎπ
ω
ｓｉｎ（ｎπ
ω
－τ）ｓｉｎτ＋（Ｓ１ｓｉｎτ＋Ｓ２ｃｏｓτ）

τ
ｘ０

ｘ（ｔ３）
ｖ０

＝ｒ２ｃｏｓｎπ
ω
ｃｏｓ（ｎπ
ω
－τ）ｓｉｎτ＋（Ｓ１ｓｉｎτ＋Ｓ２ｃｏｓτ）

τ
ｖ０

ｖ（ｔ３）
ｘ０

＝ｒ２ｃｏｓｎπ
ω
ｓｉｎ（ｎπ
ω
－τ）ｃｏｓτ＋（Ｓ３ｓｉｎτ＋Ｓ４ｃｏｓτ）

τ
ｘ０

ｖ（ｔ３）
ｖ０

＝ｒ２ｃｏｓｎπ
ω
ｃｏｓ（ｎπ
ω
－τ）ｃｏｓτ＋（Ｓ３ｓｉｎτ＋Ｓ４ｃｏｓτ）

τ
ｖ

















０

（１１）
得到ＤＰ之后，我们便能够计算出它在不动点处的
特征值（１２），通过对该特征值的分析即可得系统
（１）的分岔参数．

　λ１，２＝［Ｔｒ（ＤＰ）±槡Δ］／２ （１２）

这里Δ＝［Ｔｒ（ＤＰ）］２－４Ｄｅｔ（ＤＰ）．

２　对称双碰周期１运动的吸引子和吸引域

在对系统（１）进行数值模拟时，我们发现系统
在某一范围内会出现共存吸引子的现象．取ｆ＝１，
ｒ＝０．８，δ＝０．５，以碰撞面为 Ｐｏｉｎｃａｒé截面，系统随
参数ω变化的分岔图如图３所示．其中（ａ），（ｃ）
表示Ｐｏｉｎｃａｒé截面上ｖ随ω的变化，（ｂ），（ｄ）表示
相位φ随ω的变化．（ａ），（ｂ）计算方向为 ω＝２→
ω＝６，（ｃ），（ｄ）计算方向为ω＝６→ω＝２．

图３　系统（１）随参数变化的分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｖａｒｙｉｎｇｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒ

分岔图显示，在ω≈３．６至 ω≈５．５区域内，系
统存在其它形式的运动与对称双碰周期１运动共
存的现象．其中，在ω≈３．６至 ω≈３．９区间会出现

非碰撞运动，在 ω≈３．９至 ω≈４．５区间有类似混
沌运动发生．图４给出了当ω＝４时，系统在不同初
始条件下得到的对称双碰周期１吸引子和混沌吸
引子的相平面图．

图４　对称双碰周期１吸引子的相平面图和混沌吸引子的相平面图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆａｔｔｒａｃｔｏｒｓ：

Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｄｏｕｂｌｅｉｍｐａｃｔｐｅｒｉｏｄ１ａｔｔｒａｃｔｏｒ；Ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

为了计算系统对称双碰周期１运动的吸引域，
我们考虑将光滑动力系统的胞映射方法引入到此

碰振系统中．但是由于系统存在对称刚性约束，使
得系统的轨线在与约束面接触时不连续，相轨线会

发生跳跃，近似积分其相轨线时在此处会出现中

断，所以光滑动力系统的胞映射方法不能直接应用

到碰振系统之上．
为此，我们引进拉回积分这一手段，使胞映射

方法能够适用于碰振系统，并且还可以提高所求吸

引域的精度．我们考虑在轨线未越过约束面时使用
大步长ｈ，假设轨线在 ｔ时刻越过约束面，便将其
拉回到碰撞的前一时刻 ｔ －ｈ，重新积分，并同时
将步长缩短至所要求精度（例如Ｈ＝ｈ／５０）．然后当
轨线即将再次穿过约束面时，对其使用碰撞转换关

系式，再继续积分至时刻 ｔ后，恢复为大步长，并以
此时刻的坐标值作为后续积分运算的初始值．这样
便可使胞映射方法适用于碰振系统，并且在保证计

算精度基础上，又提高了效率．
在对系统（１）进行计算时，我们取定相位面为

Ｐｏｉｎｃａｒé截面，采用点映射和胞映射结合的方法．
即在计算不动点时，使用点映射的方法，先将研究

区间Ω＝｛ｘ０，ｖ０｜δｘ０δ，３ｖ０３，ｘ０，ｖ０∈Ｒ｝
粗分为比较少的胞（１０×６０），以每个胞的中心点
为初始点进行积分计算．经过一定周期运动后，它
如果稳定在Ｐｏｉｎｃａｒé截面上某点的极小邻域内，记
录下这一点，即可得不动点坐标．求得不动点后，再
将区间Ω细分（１００×６００），计算每个胞中心点经
过一次点映射后在Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的映射点．如果
映射后的点仍在所研究的区域 Ω内，则计算映射

７５２
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后的点所属的胞，进而建立起胞与胞之间的映射关

系：Ｃ（ｋ）＝ｌ．然后对ｌ＝１，２，…，Ｎ依次检查映射序
列ｌ→Ｃ（ｌ）→Ｃ２（ｌ）→…．若在有限迭代次数ｒ内，收
敛于对称双碰周期１不动点所在的胞，则是该不动
点的收敛域．继续计算下一个胞，直到所有胞计算完
毕．最后经过对映射的分析即可得到吸引域的范围．

当参数为ｆ＝１，ｒ＝０．８，δ＝０．５时，从区间ω∈
［４．０，５．５］中选取６个点，我们得到系统（１）的不
动点坐标（ｘ０，ｖ０）如表（１）所示：

表１　各不动点坐标以及对应的吸引域面积在中所占比例

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｏｆｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ

ｏｆｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｄｏｍａｉｎｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｉｎΩ

ω ４．０ ４．３ ４．６ ４．９ ５．２ ５．５
ｘ０ ０．２８２ ０．２４２ ０．１９８ ０．１５６ ０．０８３ ０．０３５
ｖ０ １．４０５ １．４９０ １．５６９ １．６６０ １．７３６ １．８１５

ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ５６．５％ ４６．８％ ４０．９％ ２３．７％ １０．９％ ０．２％

各不动点对应的吸引域如图（５）所示，黑色区

域表示对称双碰周期１吸引子的吸引域．其中吸引

域在Ω中所占比例已在表（１）中给出．

图５　对称双碰周期１运动的吸引域

Ｆｉｇ．５　Ｄｏｍａｉｎｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃｄｏｕｂｌｅｉｍｐａｃｔ１ｐｅｒｉｏｄｍｏｔｉｏｎ

由图５可见，碰振系统某些吸引子的吸引域也

表现出类似非线性动力系统吸引域的分形特征．虽

然系统受对称约束，但是得到的吸引域却不是关于

ｘ＝０对称的．并且随着ω值的增大，对称双碰周期

１运动的吸引域面积在 Ω中所占比例以大约１０％

的速度逐渐减小，当 ω＝５．５（图５（ｆ））时，该比例

接近于０，说明此时产生对称双碰周期１运动的概

率十分小，系统的响应即将完全表现为周期 ３运

动．而分岔图３（ａ）显示，系统在 ω≈５．５处由周期

１运动突变到周期３运动，即运动状态发生跳跃，

这是一种特殊的动态分岔现象．由此可见，在某些

碰振系统中，吸引域的变化在一定程度上预示着系

统会出现跳跃现象．

３　结论

通过对一类具有对称约束的单自由度线性碰

振系统的研究，以定相位面为 Ｐｏｉｎｃａｒé截面，利用

Ｐｏｉｎｃａｒé映射分析方法建立了对称双碰周期 ｎ运

动的映射关系式，并在此基础上讨论了周期运动的

稳定性问题．在进行数值模拟时，我们发现系统存

在多吸引子共存现象．为了进一步分析该碰振系统

对称双碰周期１吸引子与吸引域，本文基于胞映射

的思想，引入拉回积分等分析手段，画出了其吸引

域图，给出了吸引域面积随参数的变化规律，并且

与相应的Ｐｏｉｎｃａｒé映射分岔图进行了对照，发现了

吸引域变化和分岔图中出现跳跃现象之间的联系．
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