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轴向覆盖磁约束阻尼条对悬臂壳非轴对称振动的影响

李明　郑慧明　何锃　程苗
（华中科技大学力学系，武汉　４３００７４）

摘要　应用Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ方法建立了局部磁约束阻尼壳的振动分析模型．选取约束层的横向振动模态和

面内振动模态作假设模态，形成横向位移和面内位移．调查了不同约束阻尼层配置下，轴向覆盖磁约束阻尼

条对悬臂壳非轴对称振动模态（ｍ＝１，ｎ＝１）损耗因子的影响．研究表明：当阻尼层远离该模态的节线（θ＝

±π／２），磁约束阻尼处理的阻尼改进效果越明显．阻尼层设置在θ＝０，π处，该模态的损耗因子最大，ＭＣＬＤ

处理的阻尼改进效果也最显著，损耗因子提高约４０％．可以通过改变阻尼层的长度及宽度可增加损耗因子，

但随二者的增加，磁约束处理对阻尼的改进作用减小．

关键词　振动，　损耗因子，　磁体，　约束层，　壳

引 言

为了提高薄壁等结构的减振效果，大量的文献

研究了各种主动、主动被动混合型约束层阻尼处理

方法．尽管这些主动振动控制方法已被证明比较有
效，但它们要求复杂的功放、控制系统．而在振动与
噪声控制中，人们希望减振方法简便、可靠和经

济．Ｒｕｚｚｅｎｅ［１］首先提出了一种新型的被动磁约束
阻尼（ＭＣＬＤ）减振方法，该方法通过在梁约束层端
部上设置永磁体，使阻尼层获得比传统约束阻尼处

理方法更高的剪应变，从而增强粘弹层的阻尼耗

能，降低共振峰．Ｂａｚ［２］实验证实了磁约束阻尼处理
的减振效果．Ｅｂｒａｈｉｍ研究了全覆盖磁约束板的一
阶模态的减振效果［３－４］．本文作者分析了局部磁约
束悬臂梁的减振机理及特性［５］、磁约束对悬臂板的

一阶扭转模态的减振效果［６］以及永磁体对全覆盖

约束阻尼悬臂壳轴对称振动的影响［７］．在壳的振动
中，非轴对称模态一般起主要作用．有时因为位置、
费用等原因，采用局部覆盖．因此本文重点研究轴
向覆盖磁约束阻尼条对悬臂壳非轴对称振动的影

响．

１　分析模型

图１是为对称覆盖带状磁阻尼层的悬臂圆柱
壳的示意图．每一条阻尼层都从圆柱壳的固定端根

部铺设起，当圆柱壳作振动时，设置于支座和约束

层上的永磁体间隙发生变化，产生动态磁力，从而

增大了粘弹层的剪应变，增加了系统耗能，达到降

低振动的目的．图中的每一条阻尼层，均作为各向
同性薄壳处理，阻尼层长度为阻尼层沿圆柱壳的轴

向覆盖的长度 Ｌ０＝ｘ１－ｘｔ．阻尼层宽度为其沿圆柱

壳圆周方向上覆盖的弧长 ｂ＝ｒｃ×（θ
ｊ
ｔ－θ

ｊ
０）．θ

ｊ
０、θ

ｊ
ｔ

为各条阻尼层圆周向上的起点、终点位置，ｘ０、ｘｔ为
各条阻尼层在轴向上的起点、终点位置．上标 ｊ代
表第ｊ条约束层．

图１　对称覆盖带状磁约束阻尼层的悬臂圆柱壳

Ｆｉｇ．１　Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ

ｃｏｖｅｒｅｄｍａｇｎｅｔｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｓｔｒｉｐｓ

对于局部覆盖的阻尼壳，由于其刚度和质量分

布的不均匀，求解其精确解相当困难，故本文应用

Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ方法来分析局部覆盖的磁约束阻尼
悬臂壳的振动特性．选取约束层的横向振动模态和
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面内振动模态作假设模态，形成横向位移和面内位

移，各层采用Ｈｏｆｆ假设［８］．选取静平衡位置为振动
零点，下文提到的纵向位移、作用力、剪应变等变量

都是相对于静平衡位置来说的，由此基层及约束层

的应力—应变关系表示为：

　σｉｘｘ＝
Ｅｉ
１－ｖ２ｉ

（εｉｘｘ＋ｖｉε
ｉ
ｙｙ），σ

ｉ
θθ＝

Ｅｉ
１－ｖ２ｉ

（εｉθθ＋ｖｉε
ｉ
ｘｘ），

σｉｘθ＝Ｇｉε
ｉ
ｘθ　（ｉ＝ｓ，ｃ） （１）

阻尼层的剪应变与剪应力关系为：

σｖｘｘ＝Ｇｖε
ｖ
ｘｘ，σ

ｖ
θｚ＝Ｇｖε

ｖ
θｚ （２）

这里Ｇｖ是粘弹层的剪切模量，它是一个复数．其中

σｘｘ、σθθ和σｘθ是面内应力，Ｅ是弹性模量，υ是泊松
比，Ｇ是剪切模量，上标 ｓ，ｃ，ｖ分别表示基层
（ｓｈｅｌｌ）、约束层（ＣＬ）及粘弹层（ＶＥＭ）．

对于薄壳，ｘ，θ方向上的位移与壳的厚度成线
性关系，认为各层横向位移ｕｚ相同．则

εｉｘｘ＝
ｕｉｘ
ｘ
－ｚ
２ｕｚ
ｘ２
，εｉθθ＝

１
ｒｉ
ｕｉθ
θ
＋
ｕｚ
ｒｉ
－ｚ
ｒ２ｉ
２ｕｚ
θ２

εｉｘθ＝
ｕｉθ
ｘ
＋１ｒｉ

ｕｉｘ
θ
－２ｚｒｉ

２ｕｚ
ｘθ

，　（ｉ＝ｓ，ｃ）

εｖｘｚ＝β
ｖ
ｘ＋
ｕｚ
ｘ
，εｉｘθ＝

ｕｉθ
ｘ
＋１ｒｉ

ｕｉｘ
θ
－２ｚｒｉ

２ｕｚ
ｘθ

（３）
式中ｕｉｘ、ｕ

ｉ
θ和ｕ

ｉ
ｚ为中面位移，β

ｉ
ｘ和β

ｉ
ｘ扭转角，ｒｉ是

各层中面的半径．

图２　夹心部分变形 （ａ）θ方向，（ｂ）ｘ方向

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｓａｎｄｗｉｃｈｓｅｃｔｉｏｎ

（ａ）ｉｎｔｈｅθｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，（ｂ）ｉｎｔｈｅｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

又由 Ｌｏｖｅ简化理论得到的 ＣＬＶＥＭ及 ＶＥＭ

基层之间的关系如图２，则：

　ｕｃｉ（ｘ，θ）－
ｈｃ
２β

ｃ
ｉ（ｘ，θ）＝ｕ

ｖ
ｉ（ｘ，θ）＋

ｈｖ
２β

ｖ
ｉ（ｘ，θ），

　ｕｓｉ（ｘ，θ）＋
ｈｓ
２β

ｓ
ｉ（ｘ，θ）＝ｕ

ｓ
ｉ（ｘ，θ）＋

ｈｖ
２β

ｖ
ｉ（ｘ，θ）

　（ｉ＝ｘ，θ） （４）
各层的变形能：

Ｕｓ＝
ｒｓ
２∫

ｈｓ／２

－ｈｓ／２
∫
Ｌ

０∫
２π

０
［
Ｅｓ
１－ｖ２ｓ

（εｓ２ｘｘ＋ε
ｓ２
θθ）＋

　
２Ｅｓｖｓ
１－ｖ２ｓ

εｓｘｘε
ｓ
θθ＋Ｇｓε

ｓ２
ｘθ］ｄｘｄθｄｚ

Ｕｖ＝
ｒｖ
２∫

ｈｓ／２

－ｈｓ／２
∫
ｘｔ

ｘ０
∫
θｔ

θ０
（Ｇｖε

ｖ２
ｘｚ＋Ｇｖε

ｖ２
θｚ）ｄｘｄθｄｚ

Ｕｃ＝
ｒｃ
２∫

ｈｓ／２

－ｈｓ／２
∫
ｘｔ

ｘ０
∫
θｔ

θ０
［
Ｅｃ
１－ｖ２ｃ

（εｃ２ｘｘ＋ε
ｃ２
θθ）＋

　
２Ｅｃｖｃ
１－ｖ２ｃ

εｃｘｘε
ｃ
θθ＋Ｇｃε

ｃ２
ｘθ］ｄｘｄθｄｚ （５）

由以上方程（１５）可得用ｕｉｘ、ｕ
ｉ
θ和ｕ

ｉ
ｚ表示的势能为

　Ｕｓ＝
ｒｓ
２∫

ｈｓ／２

－ｈｓ／２
∫
Ｌ

０∫
２π

０
［
Ｅｓ
１－ｖ２ｓ

（（
ｕｓｘ
ｘ
）２＋ｚ２（

２ｕｚ
ｘ２
））＋

Ｅｓ
１－ｖ２ｓ

（
１
ｒ２ｓ
（
ｕｓθ
θ
）２＋１

ｒ２ｓ
ｕ２ｚ＋

２
ｒ２ｓ
ｕｓθ
θ
ｕｚ＋

ｚ２

ｒ４ｓ
（
２ｕｚ
θ２
）２）＋

２Ｅｓｖｓ
１－ｖ２ｓ

（
１
ｒｓ
ｕｓｘ
ｘ
ｕｓθ
θ
＋１ｒｓ

ｕｓｘ
ｘ
ｕｚ＋

ｚ２

ｒ２ｓ
２ｕｚ
ｘ２
２ｕｚ
θ２
）＋Ｇｓ（

１
ｒ２ｓ
（
ｕｓｘ
θ
）２＋（

ｕｓθ
ｘ
）２＋

４ｚ２

ｒ２ｓ
（
２ｕｚ
ｘθ

）２＋２ｒｓ
ｕｓｘ
θ
ｕｓθ
ｘ
）］ｄｘｄθｄｚ

　Ｕｖ＝
ｒｖ
２∫

ｈｓ／２

－ｈｓ／２
∫
ｘｔ

ｘ０
∫
θｔ

θ０
［Ｇｖ（

１
ｈ２ｖ
ｕｃ２ｘ ＋

１
ｈ２ｖ
ｕｓ２ｘ ＋

１
４ｈ２ｖ
（ｈｃ＋

ｈｓ＋２ｈｖ）
２（
ｕｚ
ｘ
）２－２

ｈ２ｖ
ｕｃｘｕ

ｓ
ｘ＋
１
ｈ２ｖ
（ｈｃ＋ｈｓ＋

２ｈｖ）ｕ
ｃ
ｘ
ｕｚ
ｘ
－１
ｈ２ｖ
（ｈｃ＋ｈｓ＋２ｈｖ）ｕ

ｓ
ｘ
ｕｚ
ｘ
）＋

Ｇｖ（（
１
ｈｖ
－１２ｒｖ

）２ｕｃ２θ ＋（
１
ｈｖ
＋１２ｒｖ

）ｕｓ２θ －２（
１
ｈ２ｖ
－

１
４ｒ２ｖ
）ｕｃθｕ

ｓ
θ＋（

ｈｃ
２ｈｖｒｃ

＋
ｈｓ
２ｈｖｒｓ

－
ｈｃ
４ｒｖｒｃ

＋
ｈｓ
４ｒｖｒｓ

＋

１
ｒｖ
）２（
ｕｚ
θ
）２＋２（１ｈｖ

－１２ｒｖ
）（
ｈｃ
２ｈｖｒｃ

＋
ｈｓ
２ｈｖｒｓ

－

ｈｃ
４ｒｖｒｃ

＋
ｈｓ
４ｒｖｒｓ

＋１ｒｖ
）ｕｃθ
ｕｚ
θ
－２（１ｈｖ

＋１２ｒｖ
）（
ｈｃ
２ｈｖｒｃ

＋

ｈｓ
２ｈｖｒｓ

－
ｈｃ
４ｒｖｒｃ

＋
ｈｓ
４ｒｖｒｓ

＋１ｒｖ
）ｕｓθ
ｕｚ
θ
）］ｄｘｄθｄｚ

５４２
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　Ｕｃ＝
ｒｃ
２∫

ｈｃ／２

－ｈｃ／２
∫
Ｌ

０∫
θｔ

θ０
［
Ｅｃ
１－ｖ２ｃ

（（
ｕｃｘ
ｘ
）２＋ｚ２（

２ｕｚ
ｘ２
）２）＋

Ｅｃ
１－ｖ２ｃ

（
１
ｒ２ｃ
（
ｕｃθ
θ
）２＋１

ｒ２ｃ
ｕ２ｚ＋

２
ｒ２ｃ
ｕｃθ
θ
ｕｚ＋

ｚ２

ｒ４ｃ
（
２ｕｚ
θ２
）２）＋

２Ｅｃｖｃ
１－ｖ２ｃ

（
１
ｒｃ
ｕｃｘ
ｘ
ｕｃθ
θ
＋１ｒｃ

ｕｃｘ
ｘ
ｕｚ＋

ｚ２

ｒ２ｃ
２ｕｚ
ｘ２
２ｕｚ
θ２
）＋Ｇｃ（

１
ｒ２ｃ
（
ｕｃｘ
θ
）２＋（

ｕｃθ
ｘ
）２＋

４ｚ２

ｒ２ｃ
（
２ｕｚ
ｘθ
）２＋２ｒｃ

ｕｃｘ
θ
ｕｃθ
ｘ
）］ｄｘｄθｄｚ （６）

只考虑动态磁力所做的功Ｗｍａｇ
［５］

Ｗｍａｇ ＝∑
２

ｊ＝１
∫
θｊｔ

θｊ０

１
２Ｋｍａｇ（ｘ１，θ）（Δｘ）

２ｄθ （７）

式中 ：

Δｘ（ｘ１，θ）≈ｈｖε
ｖ
ｘｚ ｘ＝ｘ１，θ＝θ，

Ｋｍａｇ（ｘ，θ）＝（
Ｆｍａｇ（ｘ，θ）
ｘ

）
ｘ＝ｘ０，θ＝θ

各层的动能：

Ｔｓ＝
１
２ρｓｈｓｒｓ∫

２π

０∫
Ｌ

０
ｕ２ｚｄｘｄθ

Ｔｖ＝
１
２ρｖｈｖｒｖ∫

θｔ

θ０
∫
ｘｔ

ｘ０

ｕ２ｚｄｘｄθ

Ｔｃ＝
１
２ρｃｈｃｒｃ∫

θｔ

θ０
∫
ｘｔ

ｘ０

ｕ２ｚｄｘｄθ （８）

一个振动周期内的能量函数为：

＝∫
２π／ω

０
（Ｕ－Ｔ－Ｗｍａｇ）ｄｔ （９）

应用 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ方法建立了壳的近似振动
分析模型．选取分别满足约束层及壳的边界条件的
容许函数形成横向位移和面内位移．

ｕｚ（ｘ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝０
Ａｍｎｗｍ（ｘ）ｃｏｓ（ｎθ）ｅ

ｊωｔ

ｕｓｘ（ｘ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝０
Ｂｓｍｎｕ

ｓ
ｍｃｏｓ（ｎθ）ｅ

ｊωｔ

ｕｓθ（ｘ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝０
Ｃｓｍｎｗｍ（ｘ）ｓｉｎ（ｎθ）ｅ

ｊωｔ

ｕｃｘ（ｘ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝０
Ｂｃｍｎｃｏｓ（ｍπ（ｘ－ｘ０）／Ｌ０）ｃｏｓ（ｎθ）ｅ

ｊωｔ

ｕｃθ（ｘ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｍ＝０
∑
∞

ｎ＝０
Ｃｃｍｎｗｍ（ｘ）ｃｏｓ

ｎπ（θ－θｊ０）
（θｊｔ－θ

ｊ
０）
ｅｊωｔ

（１０）
其中

　ｗｍ（ｘ）＝ｃｏｓｈ（λｍｘ）－ｃｏｓ（λｍｘ）－ｅｍ［ｓｉｎ（λｍｘ）－
ｓｉｎ（λｍｘ）］　ｍ＝１，２，３…，λｍ＝（ｍ－０．５）π／Ｌ；

　ｅｍ＝
ｓｉｎｈ（λｍＬ）－ｓｉｎ（λｍＬ）
ｃｏｓｈ（λｍＬ）＋ｃｏｓ（λｍＬ）

；

当ｍ＝０时，
ｗｍ（ｘ）＝１

ｕｓｍ＝ｓｉｎｈ（λｍｘ）＋ｓｉｎ（λｍｘ）－ｅｍ［ｃｏｓｈ（λｍｘ）－
　ｃｏｓ（λｍｘ）］　ｍ＝１，２，３…

因为约束层与基层壳的边界条件不同，约束层边部

在ｘ和θ方向无约束，故以上容许函数中在约束层
面内位移中，ｍ是从０开始时，目的是计及在约束
层面内运动存在的刚体模态．

将假设的纵向和横向位移表达式代入能量函

数中，分别对未知系数Ａｍｎ，Ｂ
ｓ，ｖ
ｍｎ，Ｃ

ｓ，ｖ
ｍｎ求导，使能量函

数最小，得到关于 Ｂｓ，ｖｍｎ，Ｃ
ｓ，ｖ
ｍｎ的方程，进一步消去

Ｂｓ，ｖｍｎ，Ｃ
ｓ，ｖ
ｍｎ，从而得到由横向位移Ａｍｎ表示的壳的特征

方程

（－［Ｍ］ω２＋［Ｋ］）｛Ａ１１，Ａ１２，…Ａｍｎ｝
Ｔ＝０（１１）

由特征方程进而可得到第 ｒｋ阶的特征值 λｒｋ，并由

λｒｋ求得第 ｒｋ阶的模态频率 ｆｒｋ及第 ｒｋ阶的模态损
耗因子ηｒｋ．

２　讨论

选取分析参数为：Ｌ＝５００ｍｍ，ｒｓ＝１００ｍｍ，ｈｓ＝

０．５ｍｍ，ｈｖ＝４ｍｍ，ｈｃ＝０．２５ｍｍ，Ｅｓ＝Ｅｃ＝７１ＧＰａ，

ρｖ＝１５０Ｋｇ／ｍ
３，ρｓ＝ρｃ＝２７００Ｋｇ／ｍ

３；Ｇｖ＝（１＋

０．４ｉ）×１０５ＭＰａ．两条约束阻尼层长均为Ｌ０＝０．３Ｌ，

覆盖弧长ｂ＝ｒｓ×π／６．分别铺设在位置１：ｘ
１
０＝

０．４ｍｍ，θ１＝０及 ｘ２０＝０．４ｍｍ，θ
２＝π，（θｊ＝（θｊ０＋

θｊｔ）／２，上标表示第ｊ条阻尼层；），相对壳的中心轴

对称，从圆柱壳的根部 ｘｊ０开始铺设．选用永磁体
ＮｄＦｅＢ，剩余磁感应强度１．１１９Ｔ，沿 ｘ方向的间隙
为０．４０ｍｍ，磁体覆盖弧长与约束阻尼层覆盖弧长
相同，径向高度为７ｍｍ．轴向尺寸为７ｍｍ．由等效
电流法可得 Ｋｍａｇ＝１．０１６×１０

６Ｎ／ｍ２［５］．文献［７］研
究了全覆盖磁约束阻尼处理对悬臂圆柱壳的轴对

称振动的减振效果，即相当于本文的 ｍ＝１，ｎ＝０
模态．实际中，非轴对称振动更容易产生，故本文重
点研究局部磁约束阻尼处理对非轴对称振动的模

态（ｍ＝１，ｎ＝１）损耗因子η的影响．
以下的分析参数，如无说明，则与上述相同．

１）磁阻尼层覆盖位置对模态损耗因子的影响
先保持阻尼层的长度、覆盖弧长不变，改变周

向覆盖位置，即其中一条的覆盖位置θ从０变化至

π，另一条保持与其轴对称的关系．得到损耗因子

６４２
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与θ的关系如图３．从图可知，当阻尼层远离该模
态的节线（θ＝±π／２），ＰＣＬＤ的损耗因子增加，
ＭＣＬＤ处理的阻尼改进效果也越明显．阻尼层设置
在θ＝０，π处，ＰＣＬＤ和 ＭＣＬＤ在该模态的损耗因
子最大；ＭＣＬＤ处理的阻尼改进效果也最显著，损
耗因子提高约４０％．其原因在于：磁力主要在轴向
与与约束阻尼结构产生相互作用．位于节线处附
近，粘弹层的ｘｚ方向剪应变小，动态磁力对约束层
ｘｚ的方向应变影响小，不利于提高减振效果；而阻
尼层远离该模态的节线，情形正相反．图示结果表
明，两条阻尼层对称覆盖在 θ＝０及 θ＝π处，有利
于减少ｍ＝１，ｎ＝１模态的振动．

图３　θ与η的关系

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆηｗｉｔｈθ

２）磁阻尼层的长度的影响
保持阻尼层的覆盖弧长（ｂ＝ｒｓ×π／６）不变，将

两条阻尼层对称覆盖在θ＝０及θ＝π处，然后改变
阻尼层的长度，每条阻尼层的长度由 Ｌ０＝０．３Ｌ到
Ｌ０＝Ｌ．得到损耗因子与Ｌ０的关系如图４．

图４　长度Ｌ０与η的关系

Ｆｉｇ．４　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆηｗｉｔｈＬ０

从图４可知，通过磁约束处理后，模态的损耗
因子都有了一定地提高，但是，阻尼层的长度越长，

损耗因子的相对改变量越小．这主要由于阻尼层的
总阻尼应包含ｘ及θ两个方向上产生的阻尼值．随
着阻尼长度的增加，θ方向剪应变引起的阻尼在总
阻尼中的比重增加，因此，磁力引起的 ｘｚ方向阻尼
在总阻尼中的比重增加减少，故损耗因子的相对改

变量相应减小，这与ＭＣＬＤ对梁的一阶模态阻尼改
进效果有些不同［３］．图示结果也表明，当阻尼层长
度大于某一数值后，损耗因子随着阻尼层长度的增

大而减小，这一点与梁类似．
３）磁阻尼层覆盖角对模态损耗因子的影响

保持阻尼层的长度（Ｌ０＝０．３Ｌ）不变，仍然将两
条阻尼层对称覆盖在θ＝０及θ＝π处，改变阻尼层
的覆盖角Δθ，得到损耗因子与Δθ的关系如图５，由
图５可知，经过磁约束处理后，损耗因子也得到了
一定地提高，但是，随着 Δθ的增加，损耗因子的相
对变化减小，这是因为，Δθ越大，阻尼层越靠近节
线（±π／２），动态磁力对约束层的应变影响越小．

图５　覆盖角Δθ与η的关系

Ｆｉｇ．５　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆηｗｉｔｈΔθ

３　结论

本文对悬臂壳的非轴对称模态（ｍ＝１，ｎ＝１）
采用磁约束阻尼处理的阻尼改进效果进行了研究．
得到如下结论：

１）对于悬臂壳的非轴对称模态（ｍ＝１，ｎ＝１），磁约
束阻尼层的铺设位置离节线±π／２越远，阻尼改进

效果越好．
２）可以通过改变阻尼层的长度及宽度来增加损耗
因子，但随二者的增加，磁约束处理后损耗因子虽

然增加，但相对增加量随之减小．

结合磁约束处理对轴对称模态的改进效果［４］

可知，在适当的位置上设置ＭＣＬＤ可有效提高壳的
阻尼，降低振动．

７４２
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