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基于杆弹性撞击问题的级数和
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摘要　本文引入如下力学问题：等截面杆受到具有一定初速度的质点的撞击引起杆的纵向振动．根据已有

文献中由ＤＭＳＭ方法得到的响应解，把它代回初始无量纲速度为１的已知条件，得到满足约束方程的变量

的级数和，结论以数学形式表达．附录给出用符号软件验证所得结论的程序，其步骤是先求出特征根，再代

入级数和表达式进行验证．

关键词　级数和，　撞击，　杆

引 言

撞击问题在实际问题中具有广泛的应用．如航
空器在空中运行时要考虑到受到外来物的各种撞

击，又比如设计汽车的保险杠需要用到撞击知识．
撞击问题的 ＤＭＳＭ解法［１，２］是我国学者近十年来

提出的一种有效的解析方法，其主要思想是把撞击

问题简化为弹性撞击问题，把靶体和撞击物作为一

个整体振动体系研究，并把撞击物的初速度条件作

为初始条件．反映撞击作用的最终响应结果通过直
接模态叠加法（ＤＭＳＭ解法）所得级数和形式表
示［７－１０］．本文正是根据这类响应结果得到的一些
有益结论．

级数的和在力学理论中已经有若干应用，如常

用的叠加级数解和 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数解．叠加级数法可
用于解决对边边界不同时的薄板静力弯曲问题［３］．
Ｆｏｕｒｉｅｒ级数解主要用于解决结构力学问题［４］．另
外，根据力学计算的需要，文献［５］讨论并给出立
方和四次方的加权 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数与代数幂次项的
Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的解析表达式，使 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的应用
进入非线性领域及极坐标领域．

在高等数学中，级数和求解的经典方法是根据

傅立叶展开或幂级数收敛性．但其他的方法相对很
少．本文给出一种新的思路，即从直接模态叠加法
求解的角度，对于撞击问题给出满足约束方程的变

量的级数和结论．

１　由梁弯曲振动得到一个相关结论

考虑如下问题：长度为ｌ的均匀简支梁在 ｔ＝０
时除两个端点外，其它各点均获得横向速度 Ｖ０，求
梁的响应．此问题的数学模型是：

２

ｘ２
（ＥＩ

２ｙ
ｘ２
）＋ρ（ｘ）
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ｙ（ｘ，０）＝０，ｙ
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由模态叠加法知，方程的解为［６］
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把式（３）代入初始的速度条件得到

∑
∞

ｉ＝１，３，５，…

１
ｉｓｉｎ（

ｉπ
ｌ）＝

π
４　（０＜ｘ＜ｌ） （４）

这个结论在数学理论中可由傅立叶展开得到

验证．本文希望能够从力学角度来考虑这个问题，
从而得到一些结论．在下面几部分，首先考虑等截
面杆，然后考虑锥形截面杆，针对不同边界条件下

的质点－杆撞击问题，得到含满足约束方程变量的
无穷级数和．

２　由等截面杆的撞击问题得到的结论

一长度为 ｌ的等截面杆受到速度为 Ｖ０的质点

的撞击［１］，这里只考虑杆的纵向振动引起的撞击．
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采用无量纲坐标 ξ＝ｘ／Ｌ，τ＝ｔｃ／Ｌ，这里波速 ｃ＝

Ｅ／槡 ρ，无量纲位移ｕ＝ｃＵ／（Ｖ０Ｌ），其中Ｕ为杆的轴
向位移，问题的数学模型是

２ｕ
ξ２
＝

２ｕ
τ２

（５）

图１　质点和杆的纵向碰撞

Ｆｉｇ．１　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｉｍｐａｃｔｏｆａｍａｓｓｏｎａｕｎｉｆｏｒｍｒｏｄ

当杆左端ξ＝０处分别固定和自由时，相应的
边界条件分别为

ｕ（０，τ）＝０

αｕ（１，τ）ξ
＝－

２ｕ（１，τ）
τ２

（当ξ＝０固定时）
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αｕ（１，τ）ξ
＝－

２ｕ（１，τ）
τ２

（当ξ＝０自由时）
（７）

初始条件为

ｕ（１，０）
τ

＝１ （８）

当边界条件为式（６）时，问题的解为

ｕ（ξ，τ）＝∑
∞

ｉ＝１

ｓｉｎλｉ
λｉβｉ
ｓｉｎ（λｉτ）ｓｉｎ（λｉξ） （９）

其中λｉ是特征方程 λｔａｎλ＝α的各阶解，且 βｉ＝

１
２（α＋ｓｉｎ

２λｉ）．

当边界条件为式（７）时，问题的解为

ｕ（ξ，τ）＝∑
∞

ｉ＝１

ｃｏｓλｉ
λｉβｉ
ｓｉｎ（λｉτ）ｃｏｓ（λｉξ）＋
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其中λｉ由特征方程λｃｏｔλ＝α决定，且βｉ＝
１
２（α＋

ｃｏｓ２λｉ）．

把式（１０）代入式（８），可得
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其中

λｉｔａｎλｉ＝α
而

βｉ＝
１
２（α＋ｓｉｎ

２λｉ）．

同理，把式（１０）代入式（８），有

∑
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ｃｏｓ２λｉ
βｉ

＝ α
１＋α

（１２）

其中

λｉｃｏｔλｉ＝α
而

βｉ＝
１
２（α＋ｃｏｓ

２λｉ）．

上述级数和的公式可使用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ通过选
取若干项和的方法验证．其中式（１１）在附录 Ａ中
验证，使用了ＦｉｎｄＲｏｏｔ和 Ｓｕｍ命令．当级数截取项
数ｎｍ＝１６时，其和是０．９３５０１７．当ｎｍ＝１００００时，
其和是０．９９９８９９，接近于右端值．

３　由其它三个复杂问题得到的结论

３．１　杆－质点－弹簧系统
文献［６］中，撞击问题与第１部分相同，除杆

端ξ＝０处的边界条件不同．因此数学模型与第３
部分的相同，即为式（５），但边界条件应改为

ｕ（０，τ）＝ｋｕ（０，τ）ξ

αｕ（１，τ）ξ
＝－

２ｕ（１，τ）
τ２

（１３）

图２　质点－杆－弹簧系统

Ｆｉｇ．２　ｐａｒｔｉｃｌｅ－ｒｏｄ－ｓｐｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

图３　杆－杆－弹簧系统

Ｆｉｇ．３　ｒｏｄ－ｒｏｄ－ｓｐｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

相应的ＤＭＳＭ解为
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∞

ｉ＝１

αｓｉｎλｉτ
λｉＭｉ

ｉ（ξ） （１４）

４３２
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其中

ｉ（ξ）＝αｃｏｓλｉ（１－ξ）＋λｉｓｉｎλｉ（ξ－１）

Ｍｉ＝
α
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ｓｉｎ２λｉ
２λｉ
）＋λ２ｉ（１－
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２λｉ
）｝

（１５）
而λｉ由如下特征方程决定

ｋλ（αｓｉｎλ＋λｃｏｓλ）＝αｃｏｓλ－λｓｉｎλ （１６）
把式（１４）代入到初始条件（８），得到关于级数和的
又一个结论

∑
∞

ｉ＝１

α２
Ｍｉ
＝１ （１７）

３．２　由杆－杆－弹簧撞击系统得到的类似公式

杆－杆－弹簧撞击系统［２］指长度为 ｌ１的等截

面杆受到速度为Ｖ０的长度为ｌ２的等截面共轴杆的
撞击．其中杆端ｘ＝０与弹簧相连，ｘ＝ｌ１端自由．此
问题的数学模型为式（５），但边界条件应改为

ｕ（０，τ）＝ｋｕ（０，τ）ξ
，　ｕ（０，τ）

ξ
＝０ （１８）

相应的解为
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λ２ｉＭｉ

ｓｉｎ
αλｉ
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其中

ｉ（ξ）＝ｃｏｓλｉ（１－ξ），Ｍｉ＝
１
２（１＋

ｓｉｎ２λｉ
２λｉ

）

λｉ由如下特征方程决定
ｋλｓｉｎλ＝ｃｏｓλ （２０）

初始条件式（８）可转变为如下形式

ｕ（ξ，０）
τ

＝１　（ １１＋αξ
１） （２１）

把式（１８）代入到初始条件（２１），得到

∑
∞

ｉ＝１

ｉ（ξ）
λｉＭｉ

ｓｉｎ
αλｉ
１＋α

＝１（ １１＋αξ
１）

（２２）
３．３　由圆锥形杆－质点撞击系统得到的复杂公式

如果一个质点撞击一个圆锥形杆，则控制方程

为


ξ
（Ａ（ξ）·ｕξ

）＝Ａ（ξ）·
２ｕ
τ２

（２３）

其中

Ａ（ξ）＝（ａＬξ＋ｂ）２

数学模型的控制方程式（２３），与第二部分类
似，只是控制方程中的截面积 Ａ不是常数，为关于

ξ的函数．

图４　质点和圆锥形杆的纵向碰撞

Ｆｉｇ．４　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｉｍｐａｃｔｏｆａｍａｓｓｏｎａｃｏｎｉｃａｌｒｏｄ

当ｘ＝０固定时，问题的边界条件变为

ｕ（０，τ）＝０，αｕ（１，τ）ξ
＝－

２ｕ（１，τ）
τ２

（２４）

相应问题的ＤＭＳＭ解［７］为

ｕ（ξ，τ）＝∑
∞

ｉ＝１

ｓｉｎλｉｓｉｎλｉξ
（１＋ｓ）λｉＭｉ（ξ＋ｓ）

ｓｉｎλｉτ （２５）

其中
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２［
α
２（１－

ｓｉｎ２λｉ
２λｉ

）＋ｓｉｎ２λｉ］

而

ｓ＝ｂａＬ．

λｉ由如下特征方程决定

［
λ
α
＋ １
λ（１＋ｓ）

］ｔａｎλ＝１ （２６）

把式（２５）代人初始条件式（８），得到结论

∑
∞

ｉ＝１

ｓｉｎ２λｉ
（１＋ｓ）Ｍｉ

＝１ （２７）

当ｘ＝０自由时边界条件应改为

ｕ（０，τ）
ξ

＝０，αｕ（１，τ）ξ
＝－ｕ

２（１，τ）
τ２

（２８）

其解为

ｕ（ξ，τ）＝∑
∞

ｉ＝１

（ｓｉｎλｉ＋ｓλｉｃｏｓλｉ）（ｓｉｎλｉξ＋ｓλｉｃｏｓλｉξ）
（１＋ｓ）（ｓ＋ξ）λｉＭｉ

×

ｓｉｎλｉτ＋
τ
１＋α
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其中
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１
ｓ＋１α０＋

α０
２ｑ

２λｉ＋
１

（ｓ＋１）２

Ｒ２＝
１

（ｓ＋１）２
＋ ｓ
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α０－
ｓ２

（ｓ＋１）２
λ２ｉ

Ｒ３＝
１
４α０

ｓ２

（ｓ＋１）２
λ２ｉ－
１
４α０

１
（ｓ＋１）２

＋ ｓ
（ｓ＋１）２

λ２ｉ

（３０）

特征值λｉ由如下特征方程决定

λｃｏｔλ＝
α０ｓ（１＋ｓ）λ

２＋λ２（１＋ｓ）＋α０
－ｓ（１＋ｓ）λ２＋α０

（３１）

５３２
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把式（２９）代入到初始条件（８），得到

∑
∞

ｉ＝１

（ｓｉｎλｉ＋ｓλｉｃｏｓλｉ）
２

（１＋ｓ）２Ｍｉ
＝

（１＋３ｓ＋３ｓ２）α０
（１＋３ｓ＋３ｓ２）α０＋（１＋ｓ）

２

（３２）
公式（３２）可使用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ通过选取若干项和的
方法验证．

在本部分，式（１７）、（２２）、（２７）和（３２）是所得
与级数和相关的结论．

４　结论

本文由一个等截面杆的撞击问题及三种较复

杂的情况：（１）边界包含弹簧；（２）两根杆撞击；（３）
圆锥形截面杆撞击，直接利用 ＤＭＳＭ方法之结果，
根据初速度条件，得到了若干级数和的结论．

给出当变量满足一定约束条件时的级数求和

的一种新方法，此方法基于力学问题．对于大多数
由模态叠加法得到的力学解，可由类似方法得到级

数和，本文介绍了一些特例．

附录 Ａ

验证式（１１）的Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ程序：

Ｄａｔｅ［］
（ 输入部分 ）
（ｎｍ是选取的项数，ａｌｐｈａ是常数 ）
ｎｍ＝１０^５；
ｘ＝Ｔａｂｌｅ［０，｛ｉ，ｎｍ｝］；
ｌａｍｄａ＝Ｔａｂｌｅ［０，｛ｉ，ｎｍ｝］；
ａｌｐｈａ＝５；
（ 寻找特征方程介于 （（ｉ－０．５）Ｐｉ－０．２）

和 （（ｉ＋０．５）Ｐｉ－０．２）之间的值 ）
Ｄｏ［
ｘ［［ｉ］］＝ＦｉｎｄＲｏｏｔ［ｙＴａｎ［ｙ］－ａｌｐｈａ＝＝０，

｛ｙ，（ｉ－０．５）Ｐｉ－．２｝］，｛ｉ，ｎｍ｝］；
ｌａｍｄａ＝ｙ／．ｘ；
（ 输出部分 ）
（ 左端项的值 ）
Ｐｒｉｎｔ［“Ｗｈｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｉｔｅｍｓａｒｅｔａｋｅｎ

ａｓ：”，ｎｍ］；
Ｐｒｉｎｔ［“Ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｕｍｉｓ：”，
Ｓｕｍ［２Ｓｉｎ［ｌａｍｄａ［［ｎ］］］^２／（ａｌｐｈａ＋Ｓｉｎ

［ｌａｍｄａ［［ｎ］］］^２），｛ｎ，１，ｎｍ｝］］；

（ 右端项的值 ）
Ｐｒｉｎｔ［“ｉｓｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｖａｌｕｅｏｆ”，１］；
Ｄａｔｅ［］

运行后的输出结果是

｛２００６，１，２１，２１，１，５９｝
Ｗｈｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｉｔｅｍｓａｒｅｔａｋｅｎａｓ：

１００００
Ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｕｍｉｓ：０．９９９８９９
ｉｓｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｖａｌｕｅｏｆ１
｛２００６，１，２１，２１，２，３｝
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