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基于反步法的混沌系统函数投影同步
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摘要　针对最新提出的 Ｌ̈ｕ混沌系统和超 Ｌ̈ｕ混沌系统的耦合系统，在响应系统中加入控制项 ｖ，通过变换和

反步设计，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，实现了驱动－响应耦合系统之间的函数投影同步，使驱动响应系统之

间按照任意给定的有界尺度函数α（ｔ）演化．数值试验验证了理论分析的正确性．

关键词　投影同步，　反步设计，　尺度函数，　函数投影同步

引 言

自从Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ［１］首次提出耦合混沌系统
可以实现同步以来，混沌系统的同步成为非线性科

学研究中的一大热点．人们对混沌同步现象的研究
大致有以下几个方面［２］：混沌系统完全（精确）同步

（ＣＳ），混沌系统相同步（ＰＳ），混沌系统互同步（Ｍｕ
ｔｕａｌＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ）（包括相同混沌振子的互同步，
互相耦合的不同混沌系统间的混沌互同步等），广义

混沌同步（ＧＳ），混沌系统延迟同步（ＬＳ）等．
１９９９年，Ｍａｉｎｉｅｒｉ［３］等人在研究部分线性混沌系

统中观察到一种新的同步现象—投影同步．即在耦
合某些部分线性混沌系统时，在一定条件下，不仅可

以使耦合的驱动－响应系统状态的输出相位锁定，
而且各对应状态的振幅还按某一比例关系演化，并

且指出这一比例依赖于混沌系统的演化和初始条件

的选取．投影同步技术已经在混沌保密通讯及混沌
加密领域中应用并且有广泛的应用前景．

Ｘｕ等人［４］通过对耦合驱动－响应系统中的响
应系统加入控制项实现了非部分线性系统的投影

同步，从而突破了投影同步只局限于部分线性系统

的界限．Ｌｉ［５］也通过对耦合系统的响应系统加入控
制实现了Ｃｈｅｎ系统和Ｌｏｒｅｎｚ系统的投影同步．但
是以前的文章都是研究驱动—响应系统之间按照

某一常数尺度因子演化，但是实际问题中有时需要

驱动—响应系统之间按照某一时间函数演化，即所

谓函数投影同步．本文针对最新提出的 Ｌ̈ｕ系统和
超 Ｌ̈ｕ系统的耦合系统，在响应系统加入控制项 ｖ，

通过变换把耦合驱动 －响应系统的误差系统转化
为反步形式，然后采用反步法并结合 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性理论［６］实现了驱动 －响应系统间的函数投影

同步，即驱动—响应系统之间按照某一时间函数 α
（ｔ）演化．数值试验验证了理论分析的正确性．

１　函数投影同步

函数投影同步是指驱动响应系统按照一个时

间函数α（ｔ）演化，即系统的对应分量依照 α（ｔ）成
比例．考虑如下形式的混沌系统

ｘｍ＝ｆ（ｘｍ）

ｘｓ＝ｇ（ｘｍ，ｘｓ）{ ＋ｖ
（１）

其中 ｘｍ＝（ｘ１ｍ，ｘ２ｍ，…，ｘｎｍ），ｘｓ（ｘ１ｓ，ｘ２ｓ，…，ｘｎｓ），ｆ：

Ｒｎ→Ｒｎ，ｇ：Ｒ２ｎ→Ｒｎ，ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）是设计的控
制器，下标 ’ｍ’和 ’ｓ’分别代表驱动响应系统．若
存在函数α（ｔ）（α（ｔ）≠０）使得

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘｍ－α（ｔ）ｘｓ‖＝０

就称系统ｘｍ和ｘｓ达到函数投影同步，称α（ｔ）为时
间尺度函数．下面假设α（ｔ）满足：α（ｔ）在［０，∞］内
连续，可导且有界．

２　Ｌ̈ｕ系统的函数投影同步

Ｌ̈ｕ系统由吕金虎和陈关荣在２００２年发现［７］，

根据 Ｖａｎｅｃｅｋ和 Ｃｅｌｉｋｏｖｓｋｙ′的标准，Ｌｏｒｅｎｚ系统满

足ａ１２ａ２１＞０，Ｃｈｅｎ系统满足 ａ１２ａ２１＜０，Ｌ̈ｕ系统满

足ａ１２ａ２１＝０，它是一个连接 Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｃｈｅｎ系
统的临界系统．Ｌ̈ｕ系统的动力学方程为：
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ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝－ｘｚ＋ｃｙ{
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ

（２）

其中ａ，ｂ，ｃ为常数，当ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０时 Ｌ̈ｕ系
统为一个混沌吸引子．现在，作如下形式的耦合：

ｘｍ＝ａ（ｙｍ－ｘｍ）

ｙｍ＝－ｘｍｚ＋ｃｙｍ
ｚ＝ｘｍｙｍ－ｂｚｍ
ｘｓ＝ａ（ｙｓ－ｘｓ）＋ｖ１
ｙｓ＝－ｘｓｚ＋ｃｙｓ＋ｖ













２

（３）

根据函数投影同步的定义作误差系统：

ｅ１＝ｘｍ－α（ｔ）ｘｓ，　ｅ２＝ｙｍ－α（ｔ）ｙｓ
则相应的误差动力学方程为

ｅ１＝ａｅ２－ａｅ１－α（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１
ｅ２＝－ｚｅ１＋ｃｅ２－α（ｔ）ｙｓ－α（ｔ）ｖ２

用反步法逐步设计误差的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，设 ｚ１＝
ｅ１，则

ｚ＝ａｅ２－ａｚ１－α（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１
把ｅ２看成输入设计反馈控制 ｅ２＝φ（ｚ１）来稳定原

点ｚ１＝０，构造关于 ｚ１的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数 Ｖ１＝
１
２ｚ

２
１．

对 Ｖ１求导得导数 Ｖ
·

＝ｚ１ｚ１＝ｚ１（ａφ（ｚ１）－ａｚ１－
α（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１），为使ｚ１在原点稳定选择φ（ｚ１）＝

０，ｖ１＝－
α（ｔ）
α（ｔ）

ｘｓ得到 Ｖ
·

１＝ｚ１ｚ１＝－ａｚ
２
１负定．从而

ｚ１的原点是全局指数稳定的．
为运用反步法，应用变量代换

ｚ２＝ｅ２－φ（ｚ１）＝ｅ２
系统的形式转化为

ｚ１＝ａｚ２－ａｚ１
ｚ２＝－ｚｚ１＋ｃｚ２－α（ｔ）ｙｓ－α（ｔ）ｖ２

取Ｖ＝Ｖ１＋
１
２ｚ

２
２作为复合Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，得到

Ｖ
·

＝－ａｚ２１＋ｚ２（ａｚ１－ｚｚ１＋ｃｚ２－α（ｔ）ｙｓ－α（ｔ）ｖ２）

为使得（ｚ１，ｚ２）系统在原点稳定，取ｖ２＝
１
α（ｔ）
（ａｚ１ｚｚ１＋

（ｃ＋１）ｚ２－α（ｔ）ｙｓ），得到Ｖ
·

＝－ａｚ２１－ｚ
２
２负定．

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论知原系统的误差在零
点指数稳定，即得到 Ｌ̈ｕ系统的函数投影同步，原来
耦合混沌系统的驱动 －响应系统按照时间尺度函
数α（ｔ）演化．

下面的数值仿真实验说明了这种方法的有效

性．图１和图２中取ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，α（ｔ）＝１２＋
ｓｉｎｔ，初始点（０．１，１，３０，１２，１０），误差为 ｅ１＝ｘｍ－
（１２＋ｓｉｎｔ）ｘｓ，ｅ２＝ｙｍ－（１２＋ｓｉｎｔ）ｙｓ．

图１　系统的函数投影同步图象

Ｆｉｇ．１　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ

图２　函数投影同步发生时误差随时间演化的图象

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｖｅｃｔｏｒｆｉｇｕｒｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

３　超 Ｌ̈ｕ混沌系统的函数投影同步

超混沌系统是指系统状态方程必须满足两个

条件：１）状态方程的维数至少是四维而且阶数至少
是二阶；２）原系统至少有两个正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
且所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数之和要小于零．最新提出的
超 Ｌ̈ｕ混沌系统［８，９］的动力学方程为

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｕ
ｙ＝－ｘｚ＋ｃｙ
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ










ｕ＝ｘｚ＋ｄｕ

（４）

其中ａ，ｂ，ｃ是与 Ｌ̈ｕ系统中相同的常数，ｄ是控制参
数，当ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，ｄ＝１．３时系统表现超混沌．

依如下形式耦合超 Ｌ̈ｕ系统：
ｘｍ＝ａ（ｙｍ－ｘｍ）＋ｕ

ｙｍ＝－ｘｍｚ＋ｃｙｍ
ｚ＝ｘｍｙｍ－ｂｚｍ
ｕ＝ｘｍｚｍ＋ｄｕ

ｘｓ＝ａ（ｙｓ－ｘｓ）＋ｕ＋ｖ１
ｙｓ＝－ｘｓｚ＋ｃｙｓ＋ｖ２
ｚｓ＝ｘｓｙｓ－ｂｚｓ＋ｖ

















３

（５）

７１２
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根据函数投影同步的定义作误差系统：

　ｅ１＝ｘｍ－α（ｔ）ｘｓ，ｅ２＝ｙｍ－α（ｔ）ｙｓ，ｅ３＝ｚｍ－α（ｔ）ｚｓ
则相应的误差动力学方程为

ｅ１＝ａｅ２－ａｅ１＋（１－α（ｔ））ｕ－α（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１
ｅ２＝－ｘｍｚｍ＋α（ｔ）ｘｓｚｓ＋ｃｅ２－α（ｔ）ｙｓ－α（ｔ）ｖ２
ｅ３＝ｘｍｙｍ－α（ｔ）ｘｓｙｓ－ｂｅ３－α（ｔ）ｚｓ－α（ｔ）ｖ３

用反步法逐步设计误差的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，设ｚ１＝ｅ１则
ｚ１＝ａｅ２－ａｚ１＋（１－α（ｔ））ｕ－α（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１

把ｅ２看成输入，设计反馈控制律 ｅ２＝φ１（ｚ１）来稳
定原点ｚ１＝０．

构造关于ｚ１的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ１＝
１
２ｚ

２
１．Ｖ１的

导数Ｖ
·

＝ｚ１ｚ１＝ｚ１（ａφ１（ｚ１）－ａｚ１＋（１－α（ｔ））ｕ－α
（ｔ）ｘｓ－α（ｔ）ｖ１），再选择 φ１（ｚ１）＝０，ｖ１ ＝

（
１－α（ｔ）
α（ｔ）

）ｕ－
α（ｔ）
α（ｔ）

ｘｓ得到Ｖ
·

＝ｚ１ｚ１＝－ａｚ
２
１为负定．

从而ｚ１的原点是全局指数稳定的．为运用反步法，
应用变量代换

ｚ２＝ｅ２－φ１（ｚ１）＝ｅ２
系统的形式转化为（此时（ｚ１，ｚ２）系统要写成如下
反步形式）

ｚ１＝ａｚ２－ａｚ１
ｚ２＝ｘｍｅ３α（ｔ）ｚｓ（ｘｍｘｓ）＋ｃｚ２α（ｔ）ｙｓα（ｔ）ｖ２

把ｅ３看成反馈控制律 ｅ３＝φ（ｚ１，ｚ２）来稳定系统
（ｚ１，ｚ２）的原点．

取Ｖ２＝Ｖ１＋
１
２ｚ

２
２作为复合Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，得

Ｖ
·

２＝－ａｚ
２
１＋ｚ２（ａｚ１－ｘｍφ２（ｚ１，ｚ２）－

　α（ｔ）ｚｓ（ｘｍ－ｘｓ）＋ｃｚ２－α（ｔ）ｙｓ－α（ｔ）ｖ２）
为使得（ｚ１，ｚ２）系统在原点稳定，取

　ｖ２＝
１
α（ｔ）

（ａｚ１α（ｔ）ｚｓ（ｘｍｘｓ）＋（ｃ＋１）ｚ２α（ｔ）ｙｓ），

　φ１（ｚ１）＝０

得到Ｖ
·

２＝－ａｚ
２
１－ｚ

２
２负定，由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论

知（ｚ１，ｚ２）的原点是全局指数稳定的，再次应用变
量代换

ｚ３＝ｅ３－φ２（ｚ１，ｚ２）
系统的形式转化为

ｚ１＝ａｚ２－ａｚ１
ｚ２＝－ｘｍｅ３－ｚ２－ａｚ１
ｚ３＝ｘｍｙｍ－α（ｔ）ｘｓｚｓ－ｂｚ３－α（ｔ）ｚｓ－α（ｔ）ｖ３

取Ｖ＝Ｖ２＋
１
２ｚ

２
３，求导得

　Ｖ
·

＝ａｚ２１ｚ
２
２＋ｚ３（ｘｍｚ２＋ｘｍｙｍα（ｔ）ｘｓｚｓｂｚ３α（ｔ）ｚｓαｖ３）

为使得（ｚ１，ｚ２，ｚ３）系统的原点稳定，选

　ｖ３＝
１
α（ｔ）

（１ｂ）ｚ３α（ｔ）ｘｓｙｓ＋ｘｍｙｍｘｍｚ２α（ｔ）ｚｓ）

使得Ｖ
·

＝－ａｚ２１－ｚ
２
２－ｚ

２
３负定．

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论知，（ｚ１，ｚ２，ｚ３）系统的
原点也是误差系统（ｅ１，ｅ２，ｅ３）的原点是全局指数稳
定的．从而得到超 Ｌ̈ｕ系统达到了函数投影同步，且
原来耦合混沌系统的驱动 －响应系统按照尺度函
数α（ｔ）演化．下面图 ３的数值仿真实验说明了这
种方法的有效性，其中图 ３（ａ）超 Ｌ̈ｕ混沌系统的
函数投影同步图象；图 ３（ｂ）超 Ｌ̈ｕ混沌系统的函
数投影同步图象分别在 ｘ－ｙ，ｘ－ｚ，ｙ－ｚ三个平面
上的投影，设初始点为（０．１，１，３０，２，１２，１３，２），仿
真中参数选择：ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，ｄ＝１．３，α（ｔ）＝
３＋ｓｉｎ（ｔ）．图 ４为函数投影同步发生时误差随时
间演化的图象．

图３　（ａ）超 Ｌ̈ｕ混沌系统的函数投影同步图象；

（ｂ）超 Ｌ̈ｕ混沌系统的函数投影同步图象

Ｆｉｇ．３　（ａ）Ｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ；

（ｂ）Ｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍａｔｘｙ，ｘｚａｎｄｙｚｐｌａｎｅ

图４　函数投影同步发生时误差随时间演化的图象

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｖｅｃｔｏｒｆｉｇｕｒｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ
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第３期 唐新华等：基于反步法的混沌系统函数投影同步

４　结论

本文对混沌系统耦合驱动－响应系统中的响应
系统加入控制项 ｖ采用反步设计法并结合 稳定性
理论实现了驱动－响应系统之间的函数投影同步，
而且这样控制后可以使驱动响应系统按照任意给定

的尺度函数演化．本文分别以 系统和最新提出的超
混沌系统为例实现了驱动－响应系统之间的函数投
影同步，而且这样控制后可以使驱动响应系统按照

任意给定的尺度函数演化．这种方法可以用于其他
类似的混沌及超混沌系统的函数投影同步．
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