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弹性膜结构动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理

李纬华　罗恩
（中山大学应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想，通过罗恩早已提出的一条简单而统一的新途径，系统地建

立了弹性膜结构动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理．这种新的非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理能反映这种动

力学初值－边值问题的全部特征．文中首先给出膜结构动力学的广义虚功原理的表式，然后从该式出发，不仅能得

到膜结构动力学的虚功原理，而且通过所给出的一系列广义Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，还能系统地成对导出弹性膜结构动力

学的５类变量（ｐα，ｐβ，ｐγ，ｖα，ｖβ，ｖγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ）、４类变量（ｐα，ｐβ，ｐγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，

ｗ）、３类变量（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ）和２类变量（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，ｕ，ｖ，ｗ）非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的互补泛

函、以及相空间（ｐα，ｐβ，ｐγ，ｖα，ｕ，ｖ，ｗ）非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的泛函与１类变量（ｕ，ｖ，ｗ）非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变

分原理势能形式的泛函．同时，通过这条新途径还能清楚地阐明这些原理的内在联系．

关键词　非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理，　膜结构，　几何非线性，　弹性动力学，　对偶互补，　初值－边值

问题，　相空间

引 言

膜结构是近３０年来发展起来的一种新颖的结

构形式，它是一种重量更轻、受力更合理的张力结

构．膜结构是以性能优良的织物为材料，利用柔性

拉索或刚性骨架将膜面绷紧，或者向膜内充气，通

过空气压力来支承膜面，使膜材产生一定的预张

力，从而形成具有一定刚度、并能够承受各种外荷

载的大跨度空间结构体系．膜结构建筑既有造型独

特而优美的外观，又有梦幻般的内部空间，因而极

大地丰富了建筑师对建筑空间与造型的想象力．膜

结构被誉为现代建筑的高新科技，是２１世纪的“绿

色建筑结构体系”．由于膜结构具有优良的建筑与
结构性能，建造方便快捷，经济优势突出，因而得到

越来越广泛地应用．随着膜材性能及再利用技术的
不断提高和膜结构形式的不断创新，膜结构还将会

显示出更为强大的生命力．

虽然已有一些有关膜结构的专著和论文［１５］，

但是作者至今还没有见到国内外有关论述弹性膜结

构动力学变分原理的文献，所以弹性膜结构动力学

的基本理论还存在不能令人满意之处．由于弹性膜

结构动力学的基本理论中最核心的部分—虚功原理

和各种动力学变分原理至今还没有系统建立，因此

弹性膜结构动力学的基本理论目前还是不完整的．
本文根据文［６］提出的一条简单而统一的新途径，

并考虑到膜结构的几何非线性，系统地建立了膜结构

动力学的广义虚功原理与虚功原理、以及弹性膜结构

动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理和相空间
非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理．这些新的变分原理与传
统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理相比，最根本的区别在于前者
能反映这种动力学初值－边值问题的全部特征．

１　弹性膜结构动力学的基本方程及条件

设有各向异性的膜结构，在膜面上建立以主曲率

线α、β和法线γ为坐标轴的右手正交曲线坐标系．由
于膜结构只能承受拉力，不能承受压力和弯矩作

用［１，７］，因此，对于几何非线性弹性膜结构动力学，根

据几何非线性薄壳结构的薄膜理论［８］，并考虑到膜结

构的受力与变形的特性，其基本方程和条件如下：

１．１　速度位移关系
ｖα＝ｕ／ｔ＝ｕ，ｖβ＝ｖ／ｔ＝ｖ，ｖγ＝ｗ／ｔ＝ｗ （１）

式中，ｕ，ｖ和 ｗ分别为膜面上任一点沿，和方向的

位移α、β和 γ分别为膜面上任一点沿 ｖα，ｖβ和 ｖγ
方向的速度．
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１．２　动量速度关系
ｐα＝珚ｍｖα，ｐβ＝珚ｍｖβ，ｐγ＝珚ｍｖγ （２）

相应的动能密度和余动能密度分别为

Ｋ（ｖα，ｖβ，ｖγ）＝（珚ｍｖ
２
α＋珚ｍｖ

２
β＋珚ｍｖ

２
γ）ＡＢ／２；

Ｋ（ｐα，ｐβ，ｐγ）＝（ｐ
２
α＋ｐ

２
β＋ｐ

２
γ）ＡＢ／２珚ｍ

式中，珚ｍ为膜的面密度，ｐα，ｐβ和ｐγ分别为膜沿α、
β和γ方向的动量，Ａ和 Ｂ分别为膜面上任一点沿
α和β方向的拉梅系数．
１．３　几何方程

根据几何非线性薄壳的薄膜理论［８］有

εα＝ｄ１１＋ｄ
２
１１／２＋ｄ

２
２１／２＋ｄ

２
３１／２

εβ＝ｄ２２＋ｄ
２
２２／２＋ｄ

２
１２／２＋ｄ

２
３２／２

εαβ＝ｄ１２＋ｄ２１＋ｄ１１ｄ１２＋ｄ２１ｄ２２＋ｄ３１ｄ
{

３２

（３）

其中

　ｄ１１＝
１
Ａ
ｕ
α
＋ｖＡＢ

Ａ
β
－ｋαｗ，ｄ１２＝

１
Ｂ
ｕ
β
＋ｖＡＢ

Ｂ
α
，

　ｄ２１＝
１
Ａ
ｖ
α
－ｕＡＢ

Ａ
β
，ｄ２２＝

１
Ｂ
ｖ
β
＋ｕＡＢ

Ｂ
α
－ｋβｗ，

　ｄ３１＝
１
Ａ
ｗ
α
＋－ｋαｕ，ｄ３２＝

１
Ｂ
ｗ
β
＋ｋβｖ （４）

式中，εα，εβ和εαβ均为工程Ｇｒｅｅｎ应变，ｋα＝１／Ｒα，ｋβ＝
１／Ｒβ，ｋα和ｋβ分别为膜面上任一点沿α和β方向的
主曲率，Ｒα和Ｒβ分别为膜面上任一点沿α和β方
向的主曲率半径，对于膜结构，有ｋαｋβ＝１／ＲαＲβ＜０．

考虑到膜结构的变形特点，可略去（３）式的二次
项中如（４）式所示的划线项［９］，从而（３）式简化为

εα＝ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２

εβ＝ｄ２２＋珔ｄ
２
２２／２＋珔ｄ

２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２

εαβ＝ｄ１２＋ｄ２１＋珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ
{

３２

（５）

其中，珔ｄ１１＝
１
Ａ
ｕ
α
，珔ｄ１２＝

１
Ｂ
ｕ
β
，珔ｄ２１＝

１
Ａ
ｖ
α
，珔ｄ２２＝

１
Ｂ
ｖ
β
，珔ｄ３１＝

１
Ａ
ｗ
α
，珔ｄ３２＝

１
Ｂ
ｗ
β
．

１．４　运动方程

　

｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋Ｓαβ珔ｄ１２］｝，α＋

　｛Ａ［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ１２］｝，β－

　（Ｎβ０＋Ｎβ）Ｂ，α＋ＳαβＡ，β＋ＡＢｆα＝ＡＢｐα
｛Ａ［（Ｎβ０＋Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋Ｓαβ珔ｄ２１］｝，β＋

　｛Ｂ［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ２１］｝，α＋

　ＳαβＢ，α－（Ｎα０＋Ｎα）Ａ，β＋ＡＢｆβ＝ＡＢｐβ
｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ３１＋Ｓαβ珔ｄ３２］｝，α＋｛Ａ［（Ｎβ０＋

　Ｎβ）珔ｄ３２＋Ｓαβ珔ｄ３１］｝，β＋ＡＢｋα（Ｎα０＋Ｎα）＋

　ＡＫｋβ（Ｎβ０＋Ｎβ）＋ＡＢｆγ＝ＡＢｐ





















γ

（６）

或者

　

｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋Ｓαβ珔ｄ１２］｝，α＋

　｛Ａ［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ１２］｝，β－

　（Ｎβ０＋Ｎβ）Ｂ，α＋ＳαβＡ，β＋ＡＢｆα＝ＡＢ珚ｍ̈ｕ

｛Ａ［（Ｎβ０＋Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋Ｓαβ珔ｄ２１］｝，β＋

　｛Ｂ［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ２１］｝，α＋

　ＳαβＢ，α－（Ｎα０＋Ｎα）Ａ，β＋ＡＢｆβ＝ＡＢ珚ｍ̈ｖ

｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ３１＋Ｓαβ珔ｄ３２］｝，α＋｛Ａ［（Ｎβ０＋

　Ｎβ）珔ｄ３２＋Ｓαβ珔ｄ３１］｝，β＋ＡＢｋα（Ｎα０＋Ｎα）＋

　ＡＫｋβ（Ｎβ０＋Ｎβ）＋ＡＢｆγ＝ＡＢ珚ｍ̈





















ｗ

（７）

式中，Ｎα０和Ｎβ０分别为膜面沿α和β方向的初始预
拉力，Ｎα和Ｎβ分别为受荷后膜面沿α和β方向拉
力的增加量，Ｓαβ为受荷后膜的剪力，ｆα，ｆβ和ｆγ分别
为膜面沿，α，β和γ方向的面荷载密度．
１．５　 物理方程

Ｎα＝Ｄ１１εα＋Ｄ１２εβ＋Ｄ１２εαβ，
Ｎβ＝Ｄ１２εα＋Ｄ２２εβ＋Ｄ２３εαβ，
Ｓαβ＝Ｄ１３εα＋Ｄ２３εβ＋Ｄ３３εαβ （８）

或

εα＝ｓ１１Ｎα＋ｓ１２Ｎβ＋ｓ１３Ｓαβ，
εβ＝ｓ１２Ｎα＋ｓ２２Ｎβ＋ｓ２３Ｓαβ，
εαβ＝ｓ１３Ｎα＋ｓ２３Ｎβ＋ｓ３３Ｓαβ （９）
相应的应变能密度和余应变能密度分别为

Φ（εα，εβ，εαβ）＝ＡＢ（Ｄ１１ε
２
α＋Ｄ２２ε

２
β＋Ｄ３３ε

２
αβ＋

　２Ｄ１２εαεβ＋２Ｄ１３εαεαβ＋２Ｄ２３εβεαβ）／２

Ψ（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ）＝ＡＢ（ｓ１１Ｎ
２
α＋ｓ２２Ｎ

２
β＋ｓ３３Ｎ

２
αβ＋

　２ｓ１２ＮαＮβ＋２ｓ１３ＮαＮαβ＋２ｓ２３ＮβＮαβ）／２
式中，Ｄｉｊ和ｓｉｊ分别为膜材的刚度系数和柔度系数．

对于正交各向异性的膜材，有［１］

Ｄ１１＝
Ｅ１

１－ｖ１ｖ２
，Ｄ２２＝

Ｅ２
１－ｖ１ｖ２

，

Ｄ１２＝Ｄ２１＝
Ｅ２ｖ１
１－ｖ１ｖ２

＝
Ｅ１ｖ２
１－ｖ１ｖ２

，

Ｄ３３＝Ｇ１２，Ｄ１３＝Ｄ２３＝０
其中，Ｅ１和 Ｅ２分别为膜材 α和 β方向的弹性模
量，ｖ１和 ｖ２分别为膜材 α方向引起的 β方向和 β
方向引起的α方向的 Ｐｏｉｓｓｏｎ比，Ｇ１２为膜材的剪切
模量．
１．６　位移边界条件

在Ωｕｎ上：ｕｎ＝ｕｃｏｓθ＋ｖｓｉｎθ＝珔ｕｎ；

在Ωｕｓ上：ｕｓ＝－ｕｓｉｎθ＋ｖｃｏｓθ＝珔ｕｓ；

在Ωｕｗ上：ｗ＝珔
{

ｗ

（１０）

０１２
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式中，珔ｕｎ，珔ｕｓ和珔ｗ为边界上的已知位移函数，ｎ是边
界的外法线方向，ｓ是边界的切线方向，θ是法线 ｎ
与α轴的夹角．
１．７　初始条件

ｕ０（α，β）＝ｕ（α，β，０）＝珘ｕ０（α，β），

ｖ０（α，β）＝ｖ（α，β，０）＝珓ｖ０（α，β），

ｗ０（α，β）＝ｗ（α，β，０）＝珘ｗ０（α，β
{

）

（１１）

ｐα０（α，β）＝ｐα（α，β，０）＝珓ｐα０（α，β），

ｐβ０（α，β）＝ｐβ（α，β，０）＝珓ｐβ０（α，β），

ｐγ０（α，β）＝ｐγ（α，β，０）＝珓ｐγ０（α，β
{

）

（１２）

式中，珘ｕ０，珓ｖ０和 珘ｗ０为已知初始位移函数，ｐα０，珓ｐβ０和

珓ｐγ０为已知初始动量函数．

２　广义虚功原理和虚功原理

可以证明对于互不相关的任意函数 ｐα，ｐβ，ｐγ，

ｕ，ｖ，ｗ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ下列积分关系式恒成立．

　∫
ｔ１

０∫∫Ω［ｐαｕ＋ｐβｖ＋ｐγｗＷＦＤ（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，ｕ，ｖ，ｗ）
ＢＦＤ（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，ｕ，ｖ，ｗ）］ＡＢｄαｄβｄｔ＋

∫
ｔ１

０∫∫ΩＷＤＥ（ｐα，ｐβ，ｐγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，ｕ，ｖ，ｗ）ｄαｄβｄｔ＋
∫
ｔ１

０∫Ω（Ｎｎｕｎ＋Ｓｎｓｕｓ＋Ｑｎｗ）ｄｓｄｔ∫∫Ω（ｕ１ｐα１＋
ｖ１ｐβ１＋ｗ１ｐγ１ｕ０ｐα０ｖ０ｐβ０ｗ０ｐγ０）ＡＢｄαｄβ＝

Π１＋Π２＋Π３Π４ ＝０ （１３）
式中，Π１，Π２，Π３，Π４依次表示第１，２，３，４积分项．
ＷＦＤ，ＢＦＤ和ＷＤＥ及边界Ωｕｎ上的Ｎｎ，Ωｕｓ上的Ｓｎｓ和

Ωｗ上的Ｑｎ分别为：

　ＷＦＤ＝（Ｎα０＋Ｎα）（ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋

（Ｎβ０＋Ｎβ）（ｄ２２＋珔ｄ
２
２２／２＋珔ｄ

２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）＋

Ｓαβ（ｄ１２＋ｄ２１＋珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）

　ＢＦＤ＝（Ｎα０＋Ｎα）（珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋

（Ｎβ０＋Ｎβ）（珔ｄ
２
２２／２＋珔ｄ

２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）＋

Ｓαβ（珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）
　ＷＤＥ＝ｕ｛ＡＢｐα［Ｂ（（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋

Ｓαβ珔ｄ１２）］，α［Ａ（Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋
Ｎβ）珔ｄ１２）］｝，β＋（Ｎβ０＋Ｎβ）Ｂ，αＳαβＡ，β｝＋
ｖ｛ＡＢｐβ［Ａ（（Ｎβ０＋Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋
Ｓαβ珔ｄ２１）］｝，β［Ｂ（Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋
Ｎα）珔ｄ２１）］，αＳαβＢ，α＋（Ｎα０＋Ｎα）Ａ，β｝＋
ｗ｛ＡＢｐγ［Ｂ（（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ３１＋Ｓαβ珔ｄ３２）］，α
［Ａ（（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ３２＋Ｓαβ珔ｄ３１）］，βＡＢｋα（Ｎα０＋

Ｎα）ＡＫｋβ（Ｎβ０＋Ｎβ）｝

　Ｎｎ＝［（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋Ｓαβ珔ｄ１２］ｃｏｓ
２θ＋

｛［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ１２］＋［Ｓαβ＋
Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ２１］｝ｃｏｓθｓｉｎθ＋［（Ｎβ０＋

Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋Ｓαβ珔ｄ２１］ｓｉｎ
２θ

　Ｓｎｓ＝｛［（Ｎβ０＋Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋Ｓαβ珔ｄ２１］
［（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋Ｓαβ珔ｄ１２］｝ｃｏｓθｓｉｎθ＋

［Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ２１］ｃｏｓ
２θ－［Ｓαβ＋

Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ１２］ｓｉｎ
２θ

　Ｑｎ＝［（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ３１＋Ｓαβ珔ｄ３２］ｃｏｓθ＋［（Ｎβ０＋
Ｎβ）珔ｄ３２＋Ｓαβ珔ｄ３１］ｓｉｎθ
（１３）式是本文给出的一个重要关系式，在力

学上可认为是膜结构动力学广义虚功原理的表式．
从该式出发，不仅能系统地建立膜结构动力学的虚

功原理和弹性膜结构动力学的各类非传统 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ型变分原理，而且能清楚地阐明这些原理之间
的内在联系．

对于几何非线性动力学系统，由于几何算子的

非线性，使得几何结构与平衡结构或阴结构与阳结

构之间的对称性出现破缺．（１３）式中的ＢＦＤ就是为

了恢复其对称性而引入的破缺函数［１０］．

当Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，ｐα，ｐβ，ｐγ满足方程（６）和条件
（１２）；ｕ，ｖ，ｗ满足方程（１），（５）和条件（１０），（１１）
时，由（１３）式可得

　∫
ｔ１

０∫∫Ω（ｆαｕ＋ｆβｖ＋ｆγｗ）ＡＢｄαｄβｄｔ＋∫
ｔ１

０∫Ω（Ｎｎｕｎ＋
Ｓｎｓｕｓ＋Ｑｎｗ）ｄｓｄｔ∫∫Ω（ｕ１ｐα１＋ｖ１ｐβ１＋ｗ１ｐγ１珘ｕ０珓ｐα０
珓ｖ０珓ｐβ０珘ｗ０珓ｐγ０）ＡＢｄαｄβ＝∫

ｔ１

０∫∫Ω［ＷＦＳ（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，
εα，εβ，εαβ）＋Ｎα０εα＋Ｎβ０εβ＋（Ｎα０＋Ｎα）εｂα＋
（Ｎβ０＋Ｎβ）εｂβ＋Ｓαβεｂαβｐαｖαｐβｖβｐγｖγ］ＡＢｄαｄβｄｔ

（１４）
式中，ＷＦＳ＝Ｎαεα＋Ｎβεβ＋Ｓαβ，εαβ＝珔ｄ

２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋

珔ｄ２３１／２，εｂβ＝珔ｄ
２
２２／２＋珔ｄ

２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２，εｂαβ＝珔ｄ１１珔ｄ１２＋

珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２，而划线项可称为破缺的内力虚功．
（１４）式可以看成是膜结构动力学虚功原理的

表式，它反映了广义动力可能状态与广义运动可能

状态之间的最一般关系，或者说，它反映了阴变量

ｕ，ｖ，ｗ，ｖα，ｖβ，ｖγ，（εα＋εｂα），（εβ＋εｂβ），（εαβ＋εｂαβ）
和阳变量 ｆ

α
，ｆβ，ｆγ，ｐα，ｐβ，ｐγ，（Ｎα０＋Ｎα），（Ｎβ０＋Ｎβ），Ｓαβ

这两组对偶变量之间的最一般关系．

１１２
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从（１４）式可以看出，几何非线性动力学的虚
功原理与线性动力学的虚功原理最显著的区别就

在于，前者增加了破缺的内力虚功项．因此，对于几
何非线性动力学，破缺函数对于虚功原理的成立起

着关键作用．
从上述可知，几何非线性动力学中的对称性破

缺和破缺函数的存在，是其重要的特点．这是线性
动力学所没有的．

３　各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理

由于篇幅所限，本文仅给出５类变量与１类
变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理和相空间非传统
Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理．
３．１　５类变量的广义变分原理

当（ｐα，ｐβ，ｐγ）与（ｖα，ｖβ，ｖγ）是互不相关的任意

函数时，有下列关系式

（ｐαｖα＋ｐβｖβ＋ｐγｖγ）ＡＢ＝Ｋ＋Ｋ
 －

　Ｌ（ｖα，ｖβ，ｖγ，ｐα，ｐβ，ｐγ） （１５）

式中，Ｌ＝ＡＢ［（珚ｍｖαｐα）
２＋（珚ｍｖβｐβ）

２＋（珚ｍｖγｐγ）
２］／２珚ｍ．

只有当（ｐα，ｐβ，ｐγ）与（ｖα，ｖβ，ｖγ）满足（２）式时，
才有

（ｐαｖα＋ｐβｖβ＋ｐγｖγ）ＡＢ＝Ｋ＋Ｋ
 （１６）

于是，（１３）式的第１项Π１中的被积函数（ｐαｕ
＋ｐβｖ＋ｐγｗ）ＡＢ可变换为
（ｐαｕ＋ｐβｖ＋ｐγｗ）ＡＢ＝Ｋ－［ｐα（ｖα－ｕ）＋

　ｐβ（ｖβ－ｖ）＋ｐγ（ｖγ－ｗ）］ＡＢ＋Ｋ
 －Ｌ （１７）

当（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ）与（εα，εβ，εαβ）是互不相关的
任意函数时，有下列关系式

ＷＦＳ
．ＡＢ＝Φ＋Ψ＋Ｃ（εα，εβ，εαβ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ）（１８）

式中

　Ｃ＝ＡＢ｛［Ｎα（Ｄ１１εα＋Ｄ１２εβ＋Ｄ１３εαβ）］［εα
（ｓ１１Ｎα＋ｓ１２Ｎβ＋ｓ１３Ｓαβ）］＋［Ｎβ（Ｄ１２εα＋
Ｄ２２εβ＋Ｄ２３εαβ）］［εβ（ｓ１２Ｎα＋ｓ２２Ｎβ＋ｓ２３Ｓαβ）］＋
［Ｓαβ（Ｄ１３εα＋Ｄ２３εβ＋Ｄ３３εαβ）］［εαβ
（ｓ１３Ｎα＋ｓ２３Ｎβ＋ｓ３３Ｓαβ）］｝／２
只有当（Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ）与（εα，εβ，εαβ）满足（８）和

（９）式时，才有
ＷＦＳ

．ＡＢ＝Φ＋Ψ （１９）
于是，（１３）式的第１项中的被积函数［ＷＦＤ＋ＢＦＤ］
ＡＢ可变换为
　［ＷＦＤ＋ＢＦＤ］ＡＢ＝Φ＋（ＷＦＳＷＦＤ）ＡＢΨＣＢＦＤ

．ＡＢ

（２０）

上述（１５）和（１８）式是本文给出的广义 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变
换式．

而（１３）式中的Π２＋Π３－Π４可变换为

　Π２＋Π３－Π４ ＝∫
ｔ１

０∫∫Ω［ＷＤＥ（ｆαｕ＋ｆβｖ＋
ｆγｗ）ＡＢ］ｄαｄβｄｔ＋ΓＩＢ＋Γ

。

＋∫
ｔ１

０∫∫Ω（ｆαｕ＋ｆβｖ＋
ｆγｗ）ＡＢｄαｄβｄｔ＋ΠＩＢ ＋Π

。

（２１）
式中

　ΠＩＢ ＝∫
ｔ１

０
［∫ΩｕｎＮｎ（ｕｎ珔ｕｎ）ｄｓ＋∫ΩｕｓＳｎｓ（ｕｓ珔ｕｓ）ｄｓ＋

∫ΩｗＱｎ（ｗ珔ｗ）ｄｓ］ｄｔ＋∫∫Ω［珓ｐα０ｕ１（珘ｕ０ｕ０）ｐα０＋
珓ｐβ０ｖ１（珓ｖ０ｖ０）ｐβ０＋珓ｐγ０ｗ１（珘ｗ０ｗ０）ｐγ０］ＡＢｄαｄβ

　ΓＢ ＝∫
ｔ１

０
［∫ΩｕｎＮｎ珔ｕｎｄｓ＋∫ΩｕｓＳｎｓ珔ｕｓｄｓ＋∫ΩｗＱｎ珔ｗｄｓ］ｄｔ＋

∫∫Ω（珘ｕ０ｐα０珓ｐα０ｕ１＋珓ｖ０ｐβ０珓ｐβ０ｖ１＋珘ｗ０ｐγ０
珓ｐγ０ｗ１）ＡＢｄαｄβ

　Π
。

＝－∫∫Ω［（ｐ。α１＋ｐ。α０）ｕ１＋（ｐ。β１＋ｐ。β０）ｖ１＋（ｐ。γ１＋
ｐ。γ０）ｗ１］ＡＢｄαｄβ

　Γ
。

＝－∫∫Ω（ｕ。１ｐα１－ｐ。α０ｕ１＋ｖ。１ｐβ１－ｐ。β０ｖ１＋ｗ。１ｐγ１－
ｐ。γ０ｗ１）ＡＢｄαｄβ

式中带顶标。 的量称为限制变分量［１１］．
将（１７），（２０）及（２１）式代入（１３）式，整理后

可得

Π５＋Γ５＝０ （２２）
而泛函Π５和Γ５分别为

　Π５＝∫
ｔ１

０∫∫Ω［Ｋ／ＡＢｐα（ｖαｕ）ｐβ（ｖβｖ）ｐγ（ｖγｗ）
Φ／ＡＢ＋ＷＦＳＷＦＤ＋ｆαｕ＋ｆβｖ＋ｆγｗ］ＡＢｄαｄβｄｔ＋

ΠＩＢ ＋Π
。

（２３）

　Γ５ ＝∫
ｔ１

０∫∫Ω［ＫＬΨＣＢＦＤ．ＡＢ＋ＷＤＥ（ｆαｕ＋
ｆβｖ＋ｆγｗ）ＡＢ］ｄαｄβｄｔ＋ΓＩＢ ＋Γ

。

（２４）
定理１　当且仅当 ｐα，ｐβ，ｐγ，ｖα，ｖβ，ｖγ，Ｎα，Ｎβ，

Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ是混合问题（１），（２），（５），
（６），（８），（１０），（１１）和（１２）式的解，则必定满足
下列变分式

δΠ５＝０或δΓ５＝０ （２５）
证明　将泛函Π５对自变函数ｐα，ｐβ，ｐγ，ｖα，ｖβ，

ｖγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ变分，整理后可得

２１２
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δΠ５ ＝∫
ｔ１

０∫∫Ω｛（珚ｍｖαｐα）δｖα＋（珚ｍｖβｐβ）δｖβ＋
　（珚ｍｖγｐγ）δｖγ（ｖαｕ）δｐα（ｖβｖ）δｐβ（ｖγｗ）δｐγ
　（Ｄ１１εα＋Ｄ１２εβ＋Ｄ１３εαβＮα）δεα（Ｄ１２εα＋Ｄ２２εβ＋
　Ｄ２３εαβＮβ）δεβ（Ｄ１３εα＋Ｄ２３εβ＋Ｄ３３εαβＳαβ）δεαβ＋

　［εα（ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）］δＮα＋［εβ（ｄ２２＋

　珔ｄ２２２／２＋珔ｄ
２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）］δＮβ＋［εαβ（ｄ１２＋ｄ２１＋

　珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）］δＳαβ｝ＡＢｄαｄβｄｔ＋

　∫
ｔ１

０∫∫Ω｛｛［Ｂ（Ｎα０＋Ｎα）＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ１１＋Ｓαβ珔ｄ１２］，α＋
　［Ａ（Ｓαβ＋Ｓαβ珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ１２）］，β（Ｎβ０＋
　Ｎβ）Ｂ，α＋ＳαβＡ，β＋ＡＢｆαＡＢｐα｝δｕ＋｛［Ａ（（Ｎβ０＋
　Ｎβ）＋（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ２２＋Ｓαβ珔ｄ２１）］，β＋［Ｂ（Ｓαβ＋
　Ｓαβ珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ２１）］，α＋ＳαβＢ，α（Ｎα０＋
　Ｎα）Ａ，β＋ＡＢｆβＡＢｐβ｝δｖ＋｛［Ｂ（（Ｎα０＋Ｎα）珔ｄ３１＋
　Ｓαβ珔ｄ３２）］，α＋［Ａ（（Ｎβ０＋Ｎβ）珔ｄ３２＋Ｓαβ珔ｄ３１）］，β＋
　ＡＢｋα（Ｎα０＋Ｎα）＋ＡＢｋβ（Ｎβ０＋Ｎβ）＋ＡＢｆγ

　ＡＢｐγ｝δｗ｝ｄαｄβｄｔ＋∫
ｔ１

０
［∫Ωｕｎ（ｕｎ珔ｕｎ）δＮｎｄｓ＋∫Ωｕｓ（ｕｓ

　珔ｕｓ）δＳｎｓｄｓ＋∫Ωｗ（ｗ珔ｗ）δＱｎｄｓ］ｄｔ∫∫Ω［（ｐα０珓ｐα０）δｕ１＋
　（ｐβ０珓ｐβ０）δｖ１＋（ｐγ０珓ｐγ０）δｗ１（ｕ０珘ｕ０）δｐα０（ｖ０
　珓ｖ０）δｐβ０（ｗ０珘ｗ０）δｐγ０］ＡＢｄαｄβ （２６）

充分性　若 ｐα，ｐβ，ｐγ，ｖα，ｖβ，ｖγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，

εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ是混合问题（１），（２），（５），（６），
（８），（１０），（１１）和（１２）式的解，则（２６）式就变成
为δΠ５＝０，即δΠ５＝０成立．

必要性　若 δΠ５＝０，由于 δｐα，δｐβ，δｐγ，δｖα，

δｖβ，δｖγ，δＮα，δＮβ，δＳαβ，δεα，δεβ，δεαβ，δｕ，δｖ，δｗ的任
意性，并根据变分法的有关引理，故由此可得（１），
（２），（５），（６），（８），（１０），（１１）和（１２）式，即 ｐα，
ｐβ，ｐγ，ｖα，ｖβ，ｖγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ是上
述混合问题的解．

Π５和 Γ５分别是弹性膜结构动力学的５类变
量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分原理的势能形式和
余能形式的泛函，对于任意无关的函数 ｐα，ｐβ，ｐγ，
ｖα，ｖβ，ｖγ，Ｎα，Ｎβ，Ｓαβ，εα，εβ，εαβ，ｕ，ｖ，ｗ，它们之间存
在互补关系（２２）．
３．２　２类变量的广义变分原理相空间广义变分原理

当（ｐα，ｐβ，ｐγ）与（ｖα，ｖβ，ｖγ）满足（２）式；（εα，εβ，

εαβ）与（ｕ，ｖ，ｗ）满足（５）式时，泛函Π５就变成为

Π２＝∫
ｔ１

０∫∫Ω［ｐαｕ＋ｐβｖ＋ｐγｗ－Ｈ（ｐα，ｐβ，ｐγ，ｕ，

　ｖ，ｗ）］ＡＢｄαｄβｄｔ＋ΠＩＢ ＋Π
。

（２７）
式中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ为

Ｈ＝［Ｋ ＋Φ（ｕ，ｖ，ｗ）］／ＡＢ＋Ｎα０（ｄ１１＋

　珔ｄ２１１／２＋珔ｄ
２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋Ｎβ０（ｄ２２＋珔ｄ

２
２２／２＋

　珔ｄ２１２／２＋珔ｄ
２
３２／２）－ｆαｕ－ｆβｖ－ｆγｗ

由δΠ２＝０可推导出Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

ｕ＝Ｈ／ｐα＝Ｈｐα，　ｖ＝Ｈ／ｐβ＝Ｈｐβ，
ｗ＝Ｈ／ｐγ＝Ｈｐγ （２８）
ｐα＝Ｈ／ｕ＝Ｈｕ，　ｐβ＝Ｈ／ｖ＝Ｈｖ，

ｐγ＝Ｈ／ｗ＝Ｈｗ （２９）
或

ｕ＝ｐα／珚ｍ，　ｖ＝ｐβ／珚ｍ，　ｗ＝ｐγ／珚ｍ （３０）

ｐα＝｛｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）＋（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）珔ｄ１１＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ１２］｝，α＋

　｛Ａ［Ｓ＾αβ＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎ

＾
β）珔ｄ１２］｝，β－

　（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）Ｂ，α＋Ｓ

＾
αβＡ，β＋ＡＢｆα｝／ＡＢ

ｐβ＝｛｛Ａ［（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）＋（Ｎβ０＋Ｎ

＾
β）珔ｄ２２＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ２１］｝，β＋

　｛Ｂ［Ｓ＾αβ＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）珔ｄ２１］｝，α＋

　Ｓ＾αβＢ，α－（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）Ｂ，β＋ＡＢｆα｝／ＡＢ

ｐγ＝｛｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）珔ｄ３１＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ３２］｝，α＋｛Ａ［（Ｎβ０＋

　Ｎ＾β）珔ｄ３２＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ３１］｝，β＋ＡＢｋα（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）＋

　ＡＢｋβ（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）＋ＡＢｆγ｝























／ＡＢ

（３１）
及边界条件（１０）与初始条件（１１）和（１２）．其中，
Ｎ＾α，Ｎ

＾
β和Ｓ

＾
αβ分别为

　Ｎ＾α＝Ｄ１１（ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋Ｄ１２（ｄ２２＋

珔ｄ２２２／２＋珔ｄ
２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）＋Ｄ１３（ｄ１２＋ｄ２１＋

珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）

　Ｎ＾β＝Ｄ１２（ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋Ｄ２２（ｄ２２＋

珔ｄ２２２／２＋珔ｄ
２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）＋Ｄ２３（ｄ１２＋ｄ２１＋

珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）

　Ｓ＾αβ＝Ｄ１３（ｄ１１＋珔ｄ
２
１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）＋Ｄ２３（ｄ２２＋

珔ｄ２２２／２＋珔ｄ
２
１２／２＋珔ｄ

２
３２／２）＋Ｄ３３（ｄ１２＋ｄ２１＋

珔ｄ１１珔ｄ１２＋珔ｄ２１珔ｄ２２＋珔ｄ３１珔ｄ３２）

定理２当且仅当ｐα，ｐβ，ｐγ，ｕ，ｖ，ｗ是混合问题
（３０），（３１），（１０），（１１）和（１２）式的解，则必定满
足变分式δΠ２＝０．Π２是弹性膜结构动力学相空间
非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的泛函．

为了揭示Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的数学结构，就要

３１２
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打破传统概念的限制，引进新概念．为此，将（２８）
和（２９）式写成矩阵形式

［ｕ，ｖ，ｗ，ｐα，ｐβ，ｐγ］
Ｔ＝Ｊ［Ｈｕ，Ｈｖ，Ｈｗ，Ｈｐα，Ｈｐβ，Ｈｐγ］

Ｔ

（３２）

式中，Ｊ＝
０ Ｉ３
－Ｉ３[ ]０，Ｉ３为三阶单位阵，方阵Ｊ是辛

几何的度量矩阵，它是辛矩阵．
（３２）式揭示了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程和相应的相

空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理都具有自然辛结构．
这个自然辛结构在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学中起着决定性的
作用，并揭示出力学的辛几何结构，它使 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
力学显得更加简洁、对称和完美．正是这个最根本
的原因，使得对应于辛几何的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学体系
的算法要比对应于 Ｒｉｅｍａｎｎ几何的 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学
体系的算法和对应于Ｅｕｃｌｉｄ几何的Ｎｅｗｔｏｎ力学体
系的算法，具有更加优越的性能．

３．３　１类变量的广义变分原理
当（ｐα，ｐβ，ｐγ），（ｖα，ｖβ，ｖγ），（ｕ，ｖ，ｗ）满足（１）

和（２）式，（εα，εβ，εαβ）与（ｕ，ｖ，ｗ）满足（５）式时，泛

函Π５就变成为

　Π１＝∫
ｔ１

０∫∫Ω｛［Ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）Φ（ｕ，ｖ，ｗ）］／ＡＢＮα０（ｄ１１＋
珔ｄ２１１／２＋珔ｄ

２
２１／２＋珔ｄ

２
３１／２）－Ｎβ０（ｄ２２＋珔ｄ

２
２２／２＋珔ｄ

２
１２／２＋

珔ｄ２３２／２）＋ｆαｕ＋ｆβｖ＋ｆγｗ｝ＡＢｄαｄβｄｔ＋ΠＩＢ

∫∫Ω［（珚ｍｕ
。

１＋珚ｍｕ
。

０）ｕ１＋（珚ｍｖ
。

１＋珚ｍｖ
。

０）ｖ１＋

（珚ｍｗ
。

１＋珚ｍｗ
。

０）ｗ１］ＡＢｄαｄβ （３３）
定理 ３　当且仅当是混合问题（１０），（１１），

（１２）及下式

　

｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）＋（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）珔ｄ１１＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ１２］｝，α＋

　｛Ａ［Ｓ＾αβ＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ１１＋（Ｎβ０＋Ｎ

＾
β）珔ｄ１２］｝，β－

　（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）Ｂ，α＋Ｓ

＾
αβＡ，β＋ＡＢｆα＝ＡＢ珚ｍ̈ｕ

｛Ａ［（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）＋（Ｎβ０＋Ｎ

＾
β）珔ｄ２２＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ２１］｝，β＋

　｛Ｂ［Ｓ＾αβ＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ２２＋（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）珔ｄ２１］｝，α＋

　Ｓ＾αβＢ，α－（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）Ｂ，β＋ＡＢｆα＝ＡＢ珚ｍ̈ｖ

｛Ｂ［（Ｎα０＋Ｎ
＾
α）珔ｄ３１＋Ｓ

＾
αβ
珔ｄ３２］｝，α＋｛Ａ［（Ｎβ０＋

　Ｎ＾β）珔ｄ３２＋Ｓ
＾
αβ
珔ｄ３１］｝，β＋ＡＢｋα（Ｎα０＋Ｎ

＾
α）＋

　ＡＢｋβ（Ｎβ０＋Ｎ
＾
β）＋ＡＢｆγ＝ＡＢ珚























ｍｗ̈

（３４）

的解，则必定满足变分式 δΠ１＝０．Π１是弹性膜结
构动力学的１类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分
原理的势能形式的泛函．

４　结语

本文所建立的虚功原理和各类非传统 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ型变分原理及相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原
理，是对几何非线性弹性膜结构动力学基本理论的

发展与完善．这些新的变分原理能反映这种动力
学初值－边值问题的全部特征．因此，所建立的这
些新的变分原理，无论在有关动力学理论研究方

面，还是在建立各种近似解法和工程实用理论方面

都有重要价值．
因篇幅所限，有关这些新的变分原理的应用

研究，将另文阐述．
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