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一类高维映射不变圈的计算

徐慧东　谢建华
（西南交通大学应用力学与工程系，成都　６１００３１）

摘要　在一类高维映射中实现了由Ｉｏｏｓｓ等人提出的映射不变圈的算法．首先分析了不变圈的分岔条件，然

后通过Ｆｒｅｄｈｏｌｍ择一方法分析了在计算不变圈过程中出现的一类方程解的存在性，再根据不变圈上映射到

自身的不变性，通过分析振幅各阶项的系数，最终在一高维映射中实现了不变圈的计算．

关键词　映射，　ＮｅｉｍａｒｋＳａｃｋｅｒ分岔，　Ｆｒｅｄｈｏｌｍ择一方法

引 言

自２０世纪３０年代以来，力学中的非线性问题
日益为科学家们所注意．研究非线性问题的方法除
了进行实验研究外，在理论研究方面，只有为数很

少的非线性微分方程可求得精确解，一般情况下只

能用近似方法求解．定量研究方法有解析方法和数
值方法．现有的解析方法较多，主要有摄动法；渐近
法；谐波平衡法；还有较便于处理阻尼系统的多重

尺度法；频闪法等．然而这些方法都是用来求微分
方程的近似解，对映射方程的求解大部分采用的是

数值解法．如，Ｎａｔｓｉａｖａｓ［１］分析了一类具有简谐激
励的两自由度分段线性系统，并通过数值模拟方法

得到了拟周期响应，并描述了系统通向混沌的道

路．Ｉｖａｎｏｖ［２］认为在多自由度碰撞振动系统中当一
对复共轭特征值穿越单位圆时可能存在 Ｈｏｐｆ分
岔．文献［３］研究了一个碰撞振子余维二分岔和

Ｈｏｐｆ分岔．文献［４］建立了两自由度碰撞振动系统
Ｈｏｐｆ分岔的分析方法．文献［５］讨论了一类三自由
度碰撞振动系统的 ＨｏｐｆＨｏｐｆ分岔．上述文献中对
分岔中出现的不变圈和环面都是模拟得到的数值

解．文献［６］系统的研究了微分系统的稳定性和分
岔问题，并对微分系统的分岔不变圈和环面解的计

算做了详细的分析．文献［７］通过映射研究了高维
微分系统的分岔．目前，对映射方程求解的解析方
法很少，文献［８］给出了一般形式的映射不变圈的

解析计算方法，并对一个具体的平面映射的不变圈

进行了计算．本文把此方法具体应用到一类高维的
三维映射中，分析了其分岔的条件，然后对不变圈

进行了具体计算．

１　分岔条件

考虑平面单参数映射Ｆ：（μ，ｘ）｜→Ｆ（μ，ｘ），Ｒ×

Ｒ２→Ｒ２．在（μ，ｘ）＝（０，０）附近，Ｆ（μ，ｘ）是 Ｃｋ（ｋ
６）类函数．如果映射Ｆ满足下面的条件：
（１）在μ＝０附近，Ｆ（μ，０）＝０；
（２）ＤＦ（μ，０）有一对复共轭特征值λ（μ）和珔λ（μ），

且｜λ０｜＝｜珔λ０｜＝１（λ０＝λ（０））；

（３）ｄ｜λ（μ）｜ｄμ μ＝０
≠０；

（４）λｎ０≠１，（ｎ＝１，２，３，４）；

（５）ａ（０）＝Ｒｅ（珔λ０ｃ１（０））＜０；

（ａ（０）＝Ｒｅ［
（２λ０－１）珔λ

２
０ｇ２０（０）ｇ１１（０）

２（１－λ０）
］－

｜ｇ１１（０）｜
２

２ －
｜ｇ２０（０）｜

２

４ ＋Ｒｅ［
珔λ０ｇ２１（０）
２ ］）

ＮｅｉｍａｒｋＳａｃｋｅｒ定理表明，映射Ｆ（μ，ｘ）从原点 ｘ＝
０分岔出一个吸引不变圈．

对于高维映射通常是先通过中心流形—范式

方法进行降阶简化，获得一个两维映射，然后应用

ＮｅｉｍａｒｋＳａｃｋｅｒ定理来分析高维映射不动点的
Ｈｏｐｆ分岔．
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２　主要思想

巴拿赫空间Ｅ上映射 Ｘ→Φ（μ，Ｘ），Φ（μ，Ｘ）
对（μ，Ｘ）是充分光滑的．这里，μ∈Ｒ１，假设Ｘ＝０是
一个不动点．设

Ａ０＝ＤＸΦ（０，０） （１）
为线性有界算子．Ａ０有一对位于单位圆周上的复
共轭特征值λ０，珔λ０（｜λ０｜＝｜珔λ０｜＝１），其余的特征
值在单位圆内．定义 ＤＸΦ（μ，０）的特征值 λ（μ）为

λ０的一个扰动，假设
ｄ｜λ（μ）｜
ｄμ μ＝０

≠０ （２）

如果λｎ０≠１（ｎ＝１，２，３，４），那么通常情况下在 μ＝
０附近会从原点Ｘ＝０分岔出一个不变圈．

在不变圈上映射Φ（μ，Ｘ）满足

Φ（μ，Ｘ（θ））＝Ｘ［ｆμ（θ）］ （３）

这里（３）式经历了两次映射，先通过从Ｓ１到不变圈
上的微分同胚Ｘ｜→Ｘ（θ）作用，然后再由 Ｓ１上的一
个微分同胚θ｜→ｆμ（θ）作用而得到，对不变圈进行

适当的参数化［６，７］有

ｆμ（θ）＝θ＋ω（μ）＋ｏ（｜μ｜
Ｎ） （４）

因此，我们可以寻找一个解使其满足下式

Φ（μ，Ｘ（θ））＝Ｘ（θ＋ω） （５）
这里设

Ｘ（θ）＝∑
ｐ１
εｐＸｐ（θ）

μ＝∑
ｐ１
εｐμｐ

ω＝∑
ｐ０
εｐω










ｐ

（６）

下面考虑λ０不是单位根的一般情况．

３　Ｆｒｅｄｈｏｌｍ择一方法

在确定（５）式中 ε的各阶项时，每一步需解如
下的方程

Ａ０Ｙ（θ）－Ｙ（θ＋ω０）＝Ｚ（θ） （７）

（７）式中 Ｚ是一个已知的 ２π周期的 Ｃ∞函数，而
２π周期函数Ｙ是未知的．把 Ｙ（θ）和 Ｚ（θ）展成傅
里叶级数带入（７）式并比较各阶傅里叶系数可得
下式

（Ａ０－ｅ
ｋｉω０）Ｙｋ＝Ｚｋ，　ｋ∈Ｚ （８）

现在通过确定（５）式中ε的一次项有
Ａ０Ｘ１（θ）－Ｘ１（θ＋ω０）＝０ （９）

可以令

ｅｋｉω０＝λ０ （１０）

定义特征向量ζ０和ζ０ 如下

Ａ０ζ０＝λ０ζ０，Ａ０ζ０ ＝珔λ０ζ０，（ζ０，ζ０）＝１ （１１）

这里Ａ０ 是Ａ０的共轭算子，（
．，．）是空间 Ｅ和其对

偶空间Ｅ上的一个对偶内积．

设Ｉ＝ｅｉθζ０，Ｉ ＝ｅ
ｉθζ０，那么（７）式的解存在的

必要条件是

［Ｚ（θ），Ｉ］＝ １２π∫
２π

０
（Ｚ（θ），ζ０）ｅ

－ｉθｄθ＝０

［Ｚ（θ），珋Ｉ］＝ １２π∫
２π

０
（Ｚ（θ），珋ζ０）ｅ

ｉθｄθ＝０

（１２）

这里，［ａ，ｂ］ｄｅｆ＝ １２π∫
２π

０
（ａ（θ），ｂ（θ））ｄθ．

如果（１２）式能实现，就可以算出（８）式中所有
的 Ｙｋ，但是现在的问题是展成傅里叶级数的收敛
性．事实上，如果把（８）投影到由 ζ０生成的不变的
一维空间，可得到下式

（λ０－λ
ｋ
０）ｙｋ＝ｚｋ，ｋ≠１ （１３）

这里，ｙｋ＝（Ｙｋ，ζ０），ｚｋ＝（Ｚｋ，ζ０）．如果 ｋ足够大，

使得λ０－λ
ｋ
０（ｋ≠１）非常接近０这种情况出现，那

么在求得 ｙｋ＝ｚｋ／（λ０－λ
ｋ
０）时会出现小的除数因

子，这样就会使（７）式左边的线性算子无界．然而，
在求解（７）式时不需要Ｚ的通式，仅需要Ｚ有限项
的傅里叶展式即可．因此，如果设置下面的条件，
（８）式给出的解是唯一的．

（Ｙ１，ζ０）＝（Ｙ－１，珋ζ０）＝０ （１４）

４　分岔圈的计算

首先给出Φ的泰勒展式

Φ（μ，Ｘ）＝Ａ０Ｘ＋∑ｐ＋ｑ２
ｑ１

μｐΦｐｑ（Ｘ，…，Ｘ） （１５）

这里Φｐｑ是空间Ｅ上有界的ｑ重对称线性算子．
现在通过（６）和（１５）来确定（５）式中的ε各阶

项．确定（５）中一阶项ε有
Ａ０Ｘ１（θ）－Ｘ１（θ＋ω０）＝０ （１６）

（１６）的一般解为
Ｘ１（θ）＝ａζ０ｅ

ｉθ＋珔ａ珋ζ０ｅ
－ｉθ （１７）

这里定义振幅ε＝［Ｘ（θ），Ｉ］，于是有下式：

　 １
２π∫

２π

０
（Ｘｎ（θ），ζ０）ｅ

－ｉθｄθ＝
１　ｆｏｒｎ＝０
０　ｆｏｒｎ{ ２

（１８）

因此，Ｘ１（θ）有下面的形式

５０２
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Ｘ１（θ）＝ζ０ｅ
ｉθ＋珋ζ０ｅ

－ｉθ （１９）

确定（５）中二阶项ε２有

　Ａ０Ｘ２（θ）－Ｘ２（θ＋ω０）＋μ１Φ１１［Ｘ１（θ）］－

ω１Ｘ
′
１（θ＋ω０）＋Φ０２［Ｘ１（θ），Ｘ１（θ）］＝０（２０）

根据Ｆｒｅｄｈｏｌｍ择一方法中（１２）式的解存在的必要

条件（即相容条件），在（２０）式中，Ｚ（θ）＝－（μ１Φ１１×

［Ｘ１（θ）］－ω１Ｘ
′
１（θ＋ω０）＋Φ０２［Ｘ１（θ），Ｘ１（θ）］），

将Ｚ（θ）代入（１２）式，化简可得

μ１λ１－ｉω１ｅ
ｉω０＝０ （２１）

这里

λ１＝（Φ１１（ζ０），ζ０） （２２）

根据扰动理论，μ在０附近时，特征值λ（μ）有下面
的形式

λ（μ）＝λ０＋μλ１＋ｏ（μ
２） （２３）

这里λ１由（２２）式给出．现在，由于（１０）式，严格穿

越条件（２）可表示为

Ｒｅ（λ１ｅ
－ｉω０）≠０ （２４）

因此由方程（２１）实部和虚部对应相等和（２４）式可
得

μ１＝ω１＝０ （２５）

根据（１８）式，由（２０）式最终可得 Ｘ２（θ）有下

面的形式

Ｘ２（θ）＝Ｘ
（２）
２ ｅ

２ｉθ＋Ｘ（０）２ ＋珔Ｘ
（２）
２ ｅ

－２ｉθ

Ｘ（２）２ ＝（λ
２
０－Ａ０）

－１Φ０２（ζ０，ζ０）

Ｘ（０）２ ＝２（１－Ａ０）
－１Φ０２（ζ０，ζ０

{
）

（２６）

现在确定（５）中三阶项ε３有

Ａ０Ｘ３（θ）－Ｘ３（θ＋ω０）＋μ２Φ１１［Ｘ１（θ）］－

　ω２Ｘ
′
１（θ＋ω０）＋２Φ０２［Ｘ１（θ），Ｘ２（θ）］＋

　Φ０３［Ｘ１（θ），Ｘ１（θ），Ｘ１（θ）］＝０ （２７）

由相容条件（１２）可得

μ２λ１－ｉω２λ０＋λ０Λ２＝０ （２８）

这里，

Λ２＝珔λ０（２Φ０２（ζ０，Ｘ
（０）
２ ）＋２Φ０２（珋ζ０，Ｘ

（２）
２ ）＋

３Φ０３（ζ０，ζ０，珋ζ０），ζ０） （２９）

因此，可解得

μ２＝－
Ｒｅ（Λ２）
Ｒｅ（λ１珔λ０）

，

ω２＝
Ｒｅ（λ１珔λ０）ＩｍΛ２－Ｉｍ（λ１珔λ０）Ｒｅ（Λ２）

Ｒｅ（λ１珔λ０）
（３０）

根据（１８）式，Ｘ３（θ）可唯一被决定，具有下面的形式

　

Ｘ３（θ）＝Ｘ
（３）
３ ｅ

３ｉθ＋Ｘ（１）３ ｅ
ｉθ＋珔Ｘ（１）３ ｅ

－ｉθ＋珔Ｘ（３）３ ｅ
－３ｉθ

Ｘ（３）３ ＝（λ
３
０－Ａ０）

－１（２Φ０２（ζ０，Ｘ
（０）
２ ）＋Φ０３（ζ０，ζ０，ζ０）

（Ｘ（０）３ ，ζ０）＝
{

０

（３１）
通过确定（５）中ｎ阶项εｎ有

Ａ０Ｘｎ（θ）－Ｘｎ（θ＋ω０）＋μｎ－１Φ１１［Ｘ１（θ）］－

　ωｎ－１Ｘ
′
１（θ＋ω０）＋Ｆｎ（θ）＝０ （３２）

这里Ｆｎ是已知函数，能够由Ｘｋ（ｋｎ－１）和μｋ，ωｋ
（ｋｎ－２）这些项容易算出．因此一般地有下面的
表达式

　

ω２ｐ＋１＝μ２ｐ＋１＝０，对ｐ∈Ｚ

Ｘ２ｐ（θ）＝∑
ｐ

ｋ＝１
［Ｘ（２ｋ）２ｐ ｅ

２ｋｉθ＋珔Ｘ（２ｋ）２ｐ ｅ
－２ｋｉθ］＋Ｘ（０）２ｐ

Ｘ２ｐ＋１（θ）＝∑
ｐ

ｋ＝０
［Ｘ（２ｋ＋１）２ｐ＋１ ｅ

（２ｋ＋１）ｉθ＋珔Ｘ（２ｋ＋１）２ｐ＋１ ｅ
－（２ｋ＋１）ｉθ










］

（３３）

５　实例

考虑三维映射

ｆ（ａ，ｂ）：Ｒ
３→Ｒ３，











ｘ
ｙ
ｚ
→

ａｘ＋（１－ａ）（１－ｂｙ２）
　　　　ｚ









　　　　ｘ
（３４）

映射（３４）有两个不动点

珔Ｘ１（ｂ）＝［（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ，（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ，

（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ］Ｔ，（ｂ－１／４，ｂ≠０）

珔Ｘ２（ｂ）＝［（－１－ １＋４槡 ｂ）／２ｂ，（－１－ １＋４槡 ｂ）／２ｂ，

（－１－ １＋４槡 ｂ）／２ｂ］Ｔ，（ｂ－１／４，ｂ≠０）
考虑珔Ｘ１（ｂ）失稳产生不变圈的过程．可算出

Ｄｆ（ａ，ｂ）（珔Ｘ１）＝
ａ （１１＋４槡 ｂ）（１ａ） ０
０ ０ １









１ ０ ０
（３５）

（３５）的特征方程为

λ３－ａλ２－（１－ １＋４槡 ｂ）（１－ａ）＝０ （３６）
设（３６）的根为 λ０＝α＋ｉβ，珔λ０＝α＋ｉβ，（α

２＋β２＝
１），λ３＝γ，由根与系数关系

γ＝（１－ １＋４槡 ｂ）（１－ａ）

α＝－１／２γ
ａ＝２α＋

{
γ

（３７）

由（３７）的最后一式

６０２
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ａ＝１－１± ５＋４／（１－ １＋４槡 ｂ槡 ）

２（２－ １＋４槡 ｂ）
，

（－１／４ｂ＜０，ｂ１４／２５） （３８）
当ａ，ｂ满足（３８）时，有（｜λ０｜＝｜珔λ０｜＝１）成立．例

如，取ｂ０＝０．８５，由上式（根号前取负号），可得 ａ０
＝０．１５８１２３１５９６２４４６．通过计算可得
ａ（０）＝Ｒｅ（珔λ０ｃ１（０））＝－０．０４８９＜０
由ＮｅｉｍａｒｋＳａｃｋｅｒ分岔定理可知 ，映射（３４）

的不动点珔Ｘ１（ｂ）在 ａ０＝０．１５８１处发生 Ｈｏｐｆ分岔，
一定会产生一个吸引的Ｈｏｐｆ圈．

下面对此Ｈｏｐｆ不变圈进行解析计算．令

ｘ＝Ｘ＋（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ

ｙ＝Ｙ＋（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ

ｚ＝Ｚ＋（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ
ａ＝μ＋ａ













０

（３９）

映射（３４）在变换（３９）下变为

　










Ｘ
Ｙ
Ｚ
→

（μ＋ａ０）Ｘ－ｂ（１－（μ＋ａ０））（Ｙ＋

　Ｍ）２＋（μ＋ａ０－１）（Ｍ－１）

　　　　　　Ｚ













　　　　　　Ｘ

（４０）

这里Ｍ＝（－１＋ １＋４槡 ｂ）／２ｂ．容易算得

Ａ０＝

ａ０ －２ｂ（１－ａ０）Ｍ ０

０ ０ １








１ ０ ０

＝

　
０．１５８１ －０．９２４１ ０
０ ０ １









１ ０ ０

（４１）

计算Ａ０的特征值为

　λ０＝０．５４１０９１０３８９７９８６－０．８４０９６４０２２７９９９８ｉ，｜λ０｜＝１

　珔λ０＝０．５４１０９１０３８８７９８６＋０．８４０９６４０２２７９９９８ｉ

　λ３＝－０．９２４０５８９１８１３５２５，｜λ３｜＜１ （４２）

相应可算得Ａ０与特征值 λ０，珔λ０，λ３对应的特征向

量ζ０，珋ζ，ζ３和 Ａ０ 与特征值珔λ０对应的特征向量 ζ０
为

［ζ０，珋ζ，ζ３］＝
０．５７６６＋０．０５４２ｉ　０．５７６６０．０５４２ｉ　０．５３１３
０．２８８３＋０．５０２３ｉ０．２８８３０．５０２３ｉ　０．６２２２
０．２６６４＋０．５１４２ｉ　０．２６６４０．５１４２ｉ　０．









５７５０

　ζ０ ＝
　　０．６０７７
－０．３０３９＋０．４７２２ｉ
０．２３２７＋０．５１１１









ｉ

（４３）

这里，（ζ０，ζ０）＝（ζ０，珋ζ０）＝１．

计算可得

Φ１１＝
１ １．０９７６ ０
０ ０ ０









０ ０ ０
，

Φ０２（Ｌｉ，Ｌｊ）＝

ｂ（１ａ０）ｎｉｎｊ
　　 ０
　　









０

，

Ｌｉ＝
ｍｉ
ｎ[ ]
ｉ

，　Ｌｊ＝
ｍｊ
ｎ[ ]
ｊ

，　（ａ０－１）Φ１２＝Φ０２．

（４４）

其它的Φｐｑ＝０．

分岔临界条件判断：

λ１＝（Φ１１（ζ０），ζ０）＝０．１５８０９７１７９８５８２７＋０．３６７９７６４５８２２７０４ｉ

λ１珔λ０＝－０．２２３９０９９９５３１２８１＋０．３３２０６２８０４４３２３４ｉ

Ｒｅ（λ１珔λ０）＝－０．２２３９０９９９５３１２８１＜０，可知在分岔

点附近的μ＜０（μ＝ａ－ａ０）一边会分岔出一个不变

圈．通过计算可得

Φ０２（ζ０，ζ０）＝
０．１２１１－０．２０７２ｉ
　　　０
　　　









０
，

Φ０２（ζ０，珋ζ０）＝
－０．２４００
　　０
　　









０
．

于是根据（２６）式，算得

Ｘ（２）２ ＝
０．０４７９＋０．１１０５ｉ
０．０５１９０．１０８７ｉ
０．１２０４０．００２２









ｉ
，Ｘ（０）２ ＝

０．２７１８
０．２７１８
０．









２７１８
．

可算得

Φ０２（ζ０，Ｘ
（０）
２ ）＝

－０．０５６１－０．０９７７ｉ
　　　　０
　　　　









０
，

Φ０２（珋ζ０，Ｘ
（２）
２ ）＝

０．０４９８＋０．００３８ｉ
　　　０
　　　









０
，

Φ０２（ζ０，Ｘ
（２）
２ ）＝

－０．０２８３＋０．０４１１ｉ
　　　　０
　　　　









０
，

Λ２＝０．０９１９－０．０６８２ｉ． （４５）

根据（３１）式的算法可得

７０２
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Ｘ（３）３ ＝
－０．０７９３－０．１９０３ｉ
－０．１３０２－０．１５９５ｉ
　０．１０５９＋０．１７６９









ｉ

这里Ｘ（１）３ 不存在．然后根据（３０）式算得

μ２＝０．４１０２，ω２＝０．０６８０
由

Ｘ１（θ）＝ζ０ｅ
ｉθ＋珋ζ０ｅ

－ｉθ，

Ｘ２（θ）＝Ｘ
（２）
２ ｅ

２ｉθ＋Ｘ（０）２ ＋珔Ｘ
（２）
２ ｅ

－２ｉθ，

Ｘ３（θ）＝Ｘ
（３）
３ ｅ

３ｉθ＋珔Ｘ（３）３ ｅ
－３ｉθ

可得解Ｘ（θ）表达式
Ｘ（θ）＝εＸ１（θ）＋ε

２Ｘ２（θ）＋ε
３Ｘ３（θ）＋ｏ（ε

４）

μ＝ε２μ２＋ｏ（ε
４）

ω＝ω０＋ε
２ω２ｏ（ε

４） （４６）
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