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分析两端扭转弹簧约束下简支输流管道的动力特性
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摘要　研究了两端受扭转弹簧约束的简支输流管道的固有频率特性和静态失稳临界流速．根据梁模型横向

弯曲振动模态函数，由端部支承和约束边界条件得到了其模态函数的一般表达式．根据动力方程的特征方

程，具体分析了约束弹性刚度、流体压强、流速和管截面轴向力等参数对管道固有频率特性和静态失稳临界

流速的影响．数值分析表明，约束弹性刚度的增大使管道的固有频率和失稳临界流速明显提高；流体流速、

压强和管截面受到的轴向压力的增加使管道的固有频率和失稳临界流速降低．当管道的固有频率和失稳临

界流速较低时，可以通过增加端部约束的方法来提高．
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引 言

两端支承输流管道已有许多文献从多角度分

析和探讨了其动力特性和动力稳定性 ［１－４］．
Ｈｏｌｍｅｓ［５］用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法严格证明了两端简支
或两端固支输流管道在定常流作用下不会发生颤

振失稳．两端固支输流管道，会由于各种因素的影
响造成支承的松动，使得其端部约束介于两端固支

和两端简支之间的一种中间支承状态，这种约束状

态可以用两端受扭转弹簧约束下的简支梁来模拟．
文献［６］将管道简化为两端简支后考虑 Ｗｉｎｋｌｅｒ模
型地基和双参数模型地基反力的作用，利用幂级数

法分析了流速和复频的关系，得出增大弹性地基参

数可提高失稳临界流速的结论．文献［７］对两端受扭

转弹簧约束的简支输流管在其支承简谐运动激励

下的振动特性问题进行了实验研究，考察了不同流

速下激振频率变化对输流管道振动响应形态的影

响规律．得出了在某些频率段上管道会发生多周期
的复杂运动，并通过倍周期分岔而进入混沌运动．
本文根据梁模型横向弯曲振动模态函数一般表达

式，由两端受扭转弹簧约束的简支输流管的边界条

件得到了其模态函数的一般表达式，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
法将运动方程在模态空间内展开，根据特征方程分

析其固有频率特性和失稳临界流速随各参数的变

化规律．

１　运动方程

如图１所示两端扭转弹簧约束下简支输流管
道，考虑Ｋｅｌｖｉｎ－Ｖｏｉｇｔ粘弹性管材、管内流体压力
效应和管截面轴向力作用，其梁模型振动方程为［８］

图１　扭转弹簧约束下简支管道模型
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上式中，ｙ为管道横向位移，μ为管道粘性系数，ＥＩ为
管道抗弯刚度，ｍｆ为单位长度上管内流体的质量，ｍ
为单位长度上管道的总质量，Ｐ为管道内压强，Ｔ为轴
向力，Ａｆ为管道过流截面积，Ｕ为管内流体流速．

引入如下的无量纲量，将方程（１）化为无量纲
形式．
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采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ展式将式（３）在模态空间内展开，

设其解为ｗ（ξ，τ）＝∑
２

ｉ＝１
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方程（４）两边同乘以模态函数 ｊ（ξ），（ｊ＝１，
２），然后在区间［０，１］上进行积分，经过计算和整
理后可得

ｑ̈＝Ｃｑ＋Ｋｑ （５）
式中

Ｃ＝－Ｂ－１（Ｂ１＋２β
０．５ｕＢ２），

Ｋ＝－Ｂ－１［Ｂ１＋（ｕ
２＋ｐ－Γ）Ｂ３］，

Ｂ（ｉ，ｊ）＝∫
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Ｂ３（ｉ，ｊ）＝∫
１

０
＂ｉ（ξ）ｊ（ξ）ｄξ，

ｑ＝｛ｑ１　ｑ２｝
Ｔ，（ｉ，ｊ＝１，２）．

引入状态参数 ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４｝
Ｔ＝｛ｑ１，ｑ２，ｑ１，

ｑ２｝
Ｔ，将方程（５）化为
ｘ＝Ａｘ （６）

式中
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这里，ｋｉｊ，ｃｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）为矩阵Ｋ，Ｃ的元素．

２　模态函数及频率方程

如图１所示两端扭转弹簧约束下简支管道的
边界条件为

（０）＝０，＂（０）＝ｋ１
′（０），

（１）＝０，＂（１）＝－ｋ２
′（１{ ）

（７）

ｋ１，ｋ２为无量纲的扭转弹性系数．

梁模型横向弯曲振动模态函数一般表达式为［９］

（ξ）＝Ｃ１ｓｉｎλξ＋Ｃ２ｃｏｓλξ＋
　Ｃ３ｓｉｎｈλξ＋Ｃ４ｃｏｓｈλξ （８）

其中系数 Ｃｉ（ｉ＝１，２，３，４）由边界条件确定．将式
（８）代入式（７）可得下列关于Ｃｉ的方程组
Ｃ２＋Ｃ４＝０

ＦＣ１＋Ｃ２＋ＦＣ３－Ｃ４＝０
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　（Ｇｃｏｓｈλ＋ｓｉｎｈλ）Ｃ３＋（Ｇｓｉｎｈλ＋ｃｏｓｈλ）Ｃ４＝













０

（９）

式（９）是关于Ｃｉ的线性方程组，其中Ｆ＝ｋ１／λ，Ｇ＝
ｋ２／λ它有非零解的唯一条件是其系数行列式为
零，展开后可得

ＦＧ＋［２ｓｉｎｈλ＋（Ｆ＋Ｇ）ｃｏｓｈλ］ｓｉｎλ＋［（－Ｆ－
　Ｇ）ｓｉｎｈλ－ＦＧｃｏｓｈλ］ｃｏｓλ＝０ （１０）

此即为频率方程，它是关于基本未知量λ的超越方
程，用数值方法（如对分法）解此方程可得到系统

的各阶特征值λｉ．
另外，由方程组（９）可得

Ｃ２＝－Ｃ４＝
Ｆ（ｓｉｎλ－ｓｉｎｈλ）

Ｆｃｏｓｈλ＋２ｓｉｎｈλ－Ｆｃｏｓλ
Ｃ１

Ｃ３＝
Ｆｃｏｓλ－Ｆｃｏｓｈλ－２ｓｉｎλ
Ｆｃｏｓｈλ＋２ｓｉｎｈλ－Ｆｃｏｓλ

Ｃ１ （１１）

因此满足频率方程（１０）的模态函数为

（ξ）＝ｓｉｎλξ＋η（ｃｏｓλξ－ｃｏｓｈλξ）＋ζｓｉｎｈλξ
（１２）

式中

η＝ Ｆ（ｓｉｎλ－ｓｉｎｈλ）
Ｆｃｏｓｈλ＋２ｓｉｎｈλ－Ｆｃｏｓλ

，

ζ＝Ｆｃｏｓλ－Ｆｃｏｓｈλ－２ｓｉｎλＦｃｏｓｈλ＋２ｓｉｎｈλ－Ｆｃｏｓλ
． （１３）

当ｋ１＝ｋ２＝０时，Ｆ＝Ｇ＝０，因ｓｉｎｈλ≠０，此时频
率方程为ｓｉｎλ＝０，满足此频率方程的模态函数为
（ξ）＝ｓｉｎλ，此即为两端简支梁的频率方程和模态函
数．当ｋ１→∞，ｋ２→∞时，相当于两端固支梁，本文取
ｋ１＝ｋ２＝１ｅ１０，通过数值计算得到频率方程的特征值
为λ１＝４．７３００４０３１６，λ２＝７．８５３２０４５３０５与两端固支
梁前两阶特征值几乎相等．取ｋ１＝ｋ２＝ｋ，特征值随
扭转弹性系数ｋ的变化情况如图２所示．特征值随
扭转弹性系数的增大而增大，当ｋ＜５０时，其变化较
大，从ｋ＝０时的λ１＝π，λ２＝２π增大到ｋ＝５０时的

λ１＝４．５６２９１８７５，λ２＝７．５９１１２３１７；尔后增加较缓
慢，当ｋ＝２００时，λ１＝４．６８４２５９５４１，λ２＝７．７７８３７０，

００２
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已基本接近两端固支时的特征值．

图２　特征值随弹性系数ｋ的变化

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

３　管道的动力特性

方程组（６）中Ａ的特征方程为

ω４＋ω３Ｐ１＋ω
２Ｐ２＋ωＰ３＋Ｐ４＝０ （１４）

式中

Ｐ１＝－ｃ１１－ｃ２２，
Ｐ２＝ｃ１１ｃ２２－ｃ１２ｃ２１－ｋ１１－ｋ２２，
Ｐ３＝ｋ１１ｃ２２＋ｋ２２ｃ１１－ｋ１２ｃ２１－ｋ２１ｃ１２，
Ｐ４＝ｋ１１ｋ２２－ｋ２１ｋ１２． （１５）
式（１４）构成广义本征值问题，其本征值为复

数，振动的频率和衰减系数由复本征值的虚部和实

部完全确定．取计算参数值为ｋ１＝ｋ２＝ｋ；ｕ＝２；ｐ＝
１０；β＝０．３；Γ＝５；σ＝０．００２；当讨论某参数对动力
特性的影响时，此参数值取变化的值．当特征方程
有一零特征值时，Ｐ４＝０，据此可以确定系统静态失
稳（又称屈曲失稳、发散失稳）临界流速 ｕｃ．计算结
果如图３～图９所示，分析说明如下．

图３　固有频率随弹性系数ｋ的变化

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

⑴　图３所示为输流管道前二阶固有频率随扭

转弹性刚度的变化情况．从图中看出，管道前二阶固

有频率随弹性刚度的增大而显现增大趋势．当ｋ＜５０

时，其变化较大，尔后增加较缓慢．说明对于两端受
扭转弹簧约束的简支管道的模向振动，扭转弹性刚

度对固有频率的影响主要表现在其弹性系数较小

时．因此，对于简支管道的模向振动，只要稍加约束
其角转动即可达到提高管道的固有频率的目的．

图４　固有频率随流体流速ｕ的变化

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｆｌｏｗｒａｔｅ

⑵　图４所示为管道固有频率随流体流速的
变化曲线．从图中得出，管道的固有频率随流体流
速的增大而下降，随扭转弹性系数的增加而上升．
对于简支管道（ｋ＝０），当无量纲量流速 ｕ达到 π
时，管道即发生静态失稳［１０］．增加扭转弹簧的约束
后，如ｋ＝１０时，一阶静态失稳临界流速可提高到
ｕ＝４．８５；ｋ＝２０时，一阶静态失稳临界流速可提高
到ｕ＝５．３３；ｋ＝５０时，一阶静态失稳临界流速可
提高到ｕ＝５．７１．从图中还可看出，管道一阶静态
失稳后，随无量纲流速的继续增大，管道会出现一

阶和二阶的耦合振动．

图５　固有频率随流体压强ｐ的变化

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｆｌｕｉｄｐｒｅｓｓｕｒｅ

⑶　图５所示为管道固有频率随管内流体压
力的变化情况．从图５看出，固有频率随流体压力
的增大而下降，当固有频率降为零时，管道发生静

１０２
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态失稳．同时还可得到，提高扭转弹性系数 ｋ，可以
提高使管道发生静态失稳的无量纲压力；当管道发

生二阶静态失稳后，管道也会出现一阶和二阶的耦

合振动．

⑷　管道在操作或铺设中产生的轴向力对其
固有频率的影响如图６所示．无量纲量轴向力 Γ
为负时表示管道截面轴向受压，为正时表示管道截

面轴向受拉．从图中看出，轴向压力使管道固有频
率下降，而轴向受拉时其固有频率上升．增加扭转
弹性系数可以提高使管道发生静态失稳的无量纲

轴向压力．因此，在管道操作或铺设中应尽量避免
使管道产生轴向压力，特别是对于热管道，应避免

温差产生轴向压力而使管道的固有频率下降，同时

可以适当提高约束的扭转弹性系数来提高管道的

固有频率．

图６　固有频率随管截面轴向力的变化

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈａｘｉａｌｆｏｒｃｅ

⑸　临界流速随管内流体压力的变化情况如
图７所示．从图７看出，临界流速随管道内流体压
力的增大而下降，随扭转约束弹性系数的增加而上

升．当静态失稳临界流速下降到零时，说明在此压
力下即使管内流体不流动也会发生静态失稳．

图７　临界流速ｕｃ随流体压强ｐ的变化

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｒａｔｅｗｉｔｈｆｌｕｉｄｐｒｅｓｓｕｒｅ

⑹　图８所示为静态失稳临界流速随约束弹
性刚度的变化情况．从图中看出，静态失稳临界流

速随着约束弹性刚度的增大而上升，在 ｋ小于５０
时其上升幅度很快，而后上升趋于平缓，计算结果

与图４的结论一致，即 ｋ＝１０时，一阶静态失稳临
界流速可提高到 ｕ＝４．８５；ｋ＝２０时，一阶静态失
稳临界流速可提高到 ｕ＝５．３３；ｋ＝５０时，一阶静
态失稳临界流速可提高到 ｕ＝５．７１；ｋ＝２００时，一
阶静态失稳临界流速可提高到ｕ＝５．９１．

图８　临界流速ｕｃ随弹性系数ｋ的变化

Ｆｉｇ．８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｒａｔｅｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

⑺　图９所示为失稳临界流速随管截面所受
的无量纲轴向力 Γ的变化曲线，Γ为负表示管截
面受到压力作用，Γ为正时则表示管截面受到拉力
的作用．所得到的结果与图（６）中的结论相对应，
即轴向压力使管道失稳临界流速下降，而轴向拉力

则使管道失稳临界流速上升．

图９　临界流速ｕｃ随管截面轴向力的变化

Ｆｉｇ．９　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｒａｔｅｗｉｔｈａｘｉａｌｆｏｒｃｅ

４　结语

对于两端固支的输流管道理想化模型，工程实

际中的往往由于各种因素的影响而使支承发生松

动，其端部约束介于两端固支和两端简支之间的一

种中间支承状态，如仍采用理想固支模型来进行动

力分析，必须使结果与实际产生较大的误差．本文
的这种将约束状态用受扭转弹簧约束下的两端简

支梁来模拟，且约束弹性刚度可以根据管道实际来

选取，其分析比较灵活，能仿真管道实际支承情况，

计算结果比较接近工程实际．采用本文所述方法，
计算工作量也不会增加太多．

２０２



第３期 包日东等：分析两端扭转弹簧约束下简支输流管道的动力特性

参　考　文　献

１　ＬｅｅＳＩ，ＣｈｕｎｇＪ．Ｎｅｗｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌｉｎｇｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎａ

ｎａｌｙｓｉｓｏｆａｓｔｒａｉｇｈｔｐｉｐｅｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄｓ

ａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９８，１２：８８３～９１８

２　ＪｉｎＪＤ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓｏｆａｒｅｓｔｒａｉｎｅｄｐｉｐｅ

ｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９７，２０８：

４２７～４３９

３　冯振宇，王忠民，赵凤群．简支Ｋｅｌｖｉｎ模型粘弹性输流管

道的动力稳定性．工程力学，２００４，２１（１）：１８５～１９０

（ＦｅｎｇＺｈｅｎｙｕ，ＷａｎｇＺｈｏｎｇｍｉｎ，ＺｈａｏＦｅｎｇｑｕｎ．Ｄｙｎａｍｉｃ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｋｅｌｖｉｎｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｐｉｐｅｓｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄｗｉｔｈ

ｂｏｔｈｅｎｄｓｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ．ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００４，

２１（１）：１８５～１９０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４　金基铎，杨晓东，尹峰．两端铰支输流管道在脉动内流作

用下的稳定性和参数共振．航空学报，２００３，２４（４）：３１７

～３２２（ＪｉｎＪｉｄｕｏ，ＹａｎｇＸｉａｏｄｏｎｇ，ＹｉｎＦｅｎｇ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄ

ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆａｐｉｎｎｅｄ－ｐｉｎｎｅｄｐｉｐｅｃｏｎｖｅｙｉｎｇ

ｐｕｌｓａｔｉｎｇｆｌｕｉｄ．ＡｃｔａＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａＥｔＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，

２００３，２４（４）：３１７～３２２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

５　ＨｏｌｍｅｓＰＪ．Ｐｉｐｅｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｔｂｏｔｈｅｎｄｓｃａｎｎｏｔｆｌｕｔｔｅｒ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９７８，４５：６１９～６２２

６　王忠民，冯振宇，赵风群，等．弹性地基输流管道的耦合

模态颤振分析．应用数学和力学，２０００，２１（１０）：１０６０～

１０６８（ＷａｎｇＺｈｏｎｇｍｉｎ，ＦｅｎｇＺｈｅｎｙｕ，ＺｈａｏＦｅｎｇｑｕｎ，ｅｔａｌ．

Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｏｕｐｌｅｄ－ｍｏｄｅｆｌｕｔｔｅｒｏｆｐｉｐｅｓｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄ

ｏｎｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅｃｈａｎ

ｉｃｓ，２０００，２１（１０）：１０６０～１０６８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

７　邹光胜，金基铎，沙云东．简谐激励下输流管动态响应特

性的实验研究．振动、测试与诊断，２００１，２１（１）：２６～２９

（ＺｏｕＧｕａｎｇｓｈｅｎｇ，ＪｉｎＪｉｄｕｏ，ＳｈａＹｕｎｄｏｎｇ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｓｔｕｄｙｏｎｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｐｉｐｅｓｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄｕｎｄｅｒｈａｒｍｏｎｉｃ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎ，Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ＆Ｄｉａｇｎｏｓｉｓ，

２００１，２１（１）：２６～２９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　ＰａｉｄｏｕｓｓｉｓＭＰ，ＩｓｓｉｄＮＴ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｉｐｅｓｃｏｎ

ｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９７４，３３（２）：

２６７～２９４

９　刘延柱，陈文良，陈立群．振动力学．北京：高等教育出版

社，１９９８：１３０～１３５（ＬｉｕＹａｎｚｈｕ，ＣｈｅｎＷｅｎｌｉａｎｇ，Ｃｈｅｎ

Ｌｉｑｕｎ．Ｍｅｃｈａｎｉｃｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎ

Ｐｒｅｓｓ，１９９８：１３０～１３５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１０　ＢｌｅｖｉｎｓＲＤ．Ｆｌｏｗ－ｉｎｄｕｃｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎ．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｖａｎ

Ｎｏｓｔｒａｎｄ－Ｒｅｉｎｈｏｌｄ，１９７７：２８９～３０５

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ６Ｊａｎｕａｒｙ２００７，ｒｅｖｉｓｅｄ９Ｍａｒｃｈ２００７．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（５００７５０１０）

ＡＮＡＬＹＳＩＳＯＮＤＹＮＡＭＩＣＣＨＡＲＡＣＴＥＲＩＳＴＩＣＳＯＦＳＩＭＰＬＹＳＵＰＰＯＲＴＥＤ

ＰＩＰＥＬＩＮＥＣＯＮＶＥＹＩＮＧＦＬＵＩＤＥＬＡＳＴＩＣＲＥＳＴＲＡＩＮＳ

ＢａｏＲｉｄｏｎｇ１　ＷｅｎＢａｎｇｃｈｕｎ２

（１．ＳｈｅｎｙａｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＣｈｅｍｉｃａｌＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ　１１０１４２，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ＆Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＮｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ　１１０００４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｓｔａｔｉｃｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｐｉｐｅｓ
ｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄｗｉｔｈｂｏｔｈｅｎｄｓｒｅｓｔｒａｉｎｅｄｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ．Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｐｉｐｅｌｉｎｅｗａｓ
ｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｓｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｒｅｓｔｒａｉｎｅｄｂｅａｍ．Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｒｅｓｔｒａｉｎｉｎｇｅｌａｓｔｉｃ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｆｌｕｉｄｐｒｅｓｓｕｒｅ，ｆｌｕｉｄｆｌｏｗｒａｔｅａｎｄａｘｉａｌｆｏｒｃｅｏｆｐｉｐｅｓｅｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄ
ｓｔａｔｉｃｃｒｉｔｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙｗｅｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｎｄａｎａｌｙｚｅｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｅｉｇｅｎｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ
ｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｃｒｉｔｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙａｒｅｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｔｏｅｌａｓｔｉｃｒｅｓｔｒａｉｎｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｂｕｔ
ｉｓｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙｔｏｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙ，ｆｌｕｉｄｐｒｅｓｓｕｒｅａｎｄａｘｉａｌｓｅｃｔｉｏｎａｌｄｒａｗｎｆｏｒｃｅｏｆｐｉｐｅ．Ｉｔｉｓａｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔａｎｄ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｗａｙｔｏｉｎｃｒｅａｓｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｃｒｉｔｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｐｉｐｅｌｉｎｅｔｈｒｏｕｇｈａｄｄｉｔｉｏｎａｌｅｌａｓｔｉｃ
ｒｅｓｔｒａｉｎｉｎｇｗｉｔｈｐｒｏｐｅｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｗｏｅｎｄｓｗｈｉｌｅｔｈｅｉｒｖａｌｕｅｓａｒｅｌｏｗ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐｉｐｅｌｉｎｅｃｏｎｖｅｙｉｎｇｆｌｕｉｄ，　ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔ，　ｅｌａｓｔｉｃｒｅｓｔｒａｉｎ，　ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，　ｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ

３０２


