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基于响应面方法的波导介质层

ＰＢＧ结构滤波器的优化设计
杨红卫１　钟万勰２　隋允康１

（１．北京工业大学数理学院，北京　１０００２２）（２．大连理工大学工程力学研究所，大连　１１６０２３）

摘要　在辛体系下利用精细积分对矩形波导纵向排列介质层ＰＧＢ结构进行分析的基础之上，用响应面方法

对滤波器进行了优化设计．采用棱单元对波导的横截面进行离散，然后导向哈密顿体系，运用基于黎卡提微

分方程的精细积分求出一段介质层和一段空气层的出口刚度阵，再将两区段合并得到一个周期段的出口刚

度阵，从而可对所有周期进行合并以对问题求解．在分析的基础上建立了滤波器的优化设计模型，利用响应

面方法将目标函数和约束函数近似显式化，运用二次规划法对优化模型进行求解，得到了滤波性能最优的

设计参数．算例表明本文方法是可行有效的．

关键词　波导，　ＰＢＧ结构，　滤波器，　精细积分，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，　响应面方法

引言

微波滤波器在微波毫米波通信、卫星通信、雷

达、导航、制导、电子对抗、测试仪表等系统中都有

着广泛的应用．波导型滤波器是微波滤波器的一个
非常重要的分支．近年来微波技术的快速发展对该
滤波器的尺寸、阻带特性等指标都提出了越来越高

的要求．
目前国内外对于波导型滤波器的分析设计所

采用的方法有模式匹配法［１］、ＦＤＴＤ法［２－３］等，但

一般需要相当大的计算量，所需计算时间也很长．
钟万勰（２００１）［４－７］将电磁波导的基本方程导

向了Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系、辛几何的形式．在辛体系下，分
别对不同的波导区段，保持其纵向的解析性质，采

用对偶棱边元对其横截面进行半解析离散．通过基
于Ｒｉｃｃａｔｉ方程的精细积分算法［８－９］以及区段混合

能到区段势能的转换，即可得到均匀区段的出口刚

度阵．采用了精细积分计算的均匀区段可以视为一
个子结构，将子结构进行拼装，再考虑边界条件可

对整个问题求解．
响应面方法是利用统计学的综合试验技术解

决复杂系统的输入（设计变量）与输出（系统响应）

的转换关系的方法．当（数值）试验结果与设计变
量间的函数关系非常复杂，不能用显式函数表示

时，通过响应面可设定（数值）试验结果与设计变

量的关系，将原本为隐式的函数显式化，最终建立

响应与设计变量间的近似函数关系．该方法的实质
就是对（数值）试验数据进行拟合，得到系统函数

的近似表达式．因此，响应面可以作为一种函数逼
近的工具，应用于很难或几乎不能用严格的数学公

式表达出（数值）试验结果与设计变量的函数关系

的设计领域．
ＰＢＧ结构属多谐振结构，优化设计时目标函数

和约束函数很难用显式函数表示出来．本文将在辛
体系下利用精细积分对矩形波导纵向排列介质层

ＰＧＢ结构（图１）分析的基础之上，利用含交叉项的
二次响应面方法将目标函数和约束函数近似显式

化，运用二次规划法对优化模型进行求解，得到滤

波性能最优的设计参数．算例表明本文方法是可行
有效的．

图１　矩形波导中的介质层ＰＢＧ结构

Ｆｉｇ．１　ＤｉｅｌｅｃｔｒｉｃｌａｙｅｒＰＢＧｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｉｎｗａｖｅｇｕｉｄｅ
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１　电磁波导的变分原理、区段势能及区段
合并消元

考察电磁波导的一个区段，其横截面为 Ω，而
纵向长度为有限，两个端面的 ｚ轴坐标分别为 ｚａ、
ｚｂ，首先考虑齐次边界条件，与矢量波动方程相应
的单变量变分原理如下：

Π（Ｅ）＝１２∫
ｚｂ

ｚａ
Ω［１μｒ（ ×Ｅ）

．（ ×Ｅ）－

　ｋ２０εｒＥ
．Ｅ］ｄΩｄｚ，δΠ（Ｅ）＝０ （１）

将变量Ｅ拆分为横向与纵向分量，有
Ｅ＝Ｅｔ＋Ｅｚ （２）

把矢量算子拆为纵向与横向算子，单独记 ｚ方向
微商（）／ｚ＝（．），即

＝ｔ＋（
．）ｚ （３）

其中ｔ＝ｘ／ｘ＋ｙ／ｙ．根据式（２）、式（３）把式
（１）的被积函数展开，并做适当变换：

　Π＝１２∫
ｚｂ

ｚａ
∫Ω［１μｒ（ｔ×Ｅｔ）

．（ｔ×Ｅｔ）＋

１
μｒ
（ｔＥｚ－Ｅ

·

ｔ）
．（ｔＥｚ－Ｅ

·

ｔ）－ｋ
２
０εｒＥｔ

．Ｅｔ－

ｋ２０εｒＥｚ
．Ｅｚ］ｄΩｄｚ＝

１
２∫

ｚｂ

ｚａ
∫Ω［１μｒ（ｔ×Ｅｔ）×

（ｔ×Ｅｔ）＋
１
μｒ
（ｔＥｚ）

．（ｔＥｚ）＋
１
μｒ
Ｅ
·

ｔ
．Ｅ
·

ｔ－

１
μｒ
（ｔＥｚ）

．Ｅ
·

ｔ－
１
μｒ
Ｅ
·

ｔ
．（ｔＥｚ）－ｋ

２
０εｒＥｔ

．Ｅｔ－

ｋ２０εｒＥｚ
．Ｅｚ］ｄΩｄｚ （４）

对沿纵向均匀的区段，对横截面进行离散．其中矢
量横向场利用常规棱单元进行离散，纵向分量使用

通常结点基插值函数，展开式为

Ｅｔ＝［Ｎ
ｅ
ｔ］
ＴＥｅｔ，　Ｅｚ＝［Ｎ

ｅ
ｚ］
ＴＥｅｚ （５）

将式（５）代入到式（４），并累加单元系数矩阵得

　Π＝１２∫
ｚｂ

ｚａ
［［Ｅｔ］

ＴＭ１Ｅｔ＋［Ｅｚ］
ＴＭ２Ｅｚ＋［Ｅ

·

ｔ］
ＴＭ３Ｅｔ－

［Ｅ
·

ｔ］
ＴＭ４Ｅｚ－［Ｅｚ］

ＴＭ４Ｅ
·

ｔ］ｄｚ （６）
其中

Ｍ１＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ［

１
μｒ
［ｔ×Ｎ

ｅ
ｔ］

．［ｔ×Ｎ
ｅ
ｔ］
Ｔ－

　ｋ２０εｒＮ
ｅ
ｔ
．［Ｎｅｔ］

Ｔ］ｄΩ （７）

Ｍ２＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ［

１
μｒ
［ｔＮ

ｅ
ｚ］

．［ｔＮ
ｅ
ｚ］
Ｔ－

　ｋ２０εｒＮ
ｅ
ｚ
．［Ｎｅｚ］

Ｔ］ｄΩ （８）

Ｍ３＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ［

１
μｒ
Ｎｅｔ
．［Ｎｅｔ］

Ｔ］ｄΩ （９）

Ｍ４＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ［

１
μｒ
Ｎｅｔ
．［ｔＮ

ｅ
ｚ］
Ｔ］ｄΩ （１０）

完成对Ｅｚ的变分，有

Ｅｚ＝Ｍ
－１
２ Ｍ

Ｔ
４Ｅ
·

ｔ （１１）
将式（７）、式（８）、式（９）、式（１０）和式（１１）代入到
式（６），可得变分原理为

Π＝１２∫
ｚｂ

ｚａ
［ＥＴｅＫ１１Ｅｔ＋Ｅ

·
Ｔ
ｔＫ２２Ｅ

·

ｔ］ｄｚ，δΠ（Ｅ）＝０

（１２）
其中

Ｋ１１＝Ｍ１，Ｋ１２＝Ｋ２１＝０，Ｋ２２＝Ｍ３－Ｍ４Ｍ
－１
２ Ｍ

Ｔ
４ （１３）

这里积分式（１２）为波导区段的电磁势能．
波导的区段势能应该是两端切向电场向量的

二次型函数，即

　Π（Ｅｔａ，Ｅｔｂ）＝Ｅ
Ｔ
ｔａＫａａＥｔａ／２＋Ｅ

Ｔ
ｔｂＫｂａＥｔａ＋Ｅ

Ｔ
ｔｂＫｂｂＥｔｂ／２（１４）

其中Ｅｔａ、Ｅｔｂ分别是给定波导两端的切向电场向量．
矩阵Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ即可构成波导区段的出口刚

度阵，利用此出口刚度阵可实现两相邻子区段的合

并消元［９］，从而得到一个周期区段的出口刚度阵，

重复对相邻区段进行合并消元，进而得到所有周期

段结构出口刚度阵，最后做有限元网格的拼装，对

问题进行求解．区段合并消元的公式为
Ｋ（ｃ）ａａ ＝Ｋ

（１）
ａａ －Ｋ

（１）
ａｂ（Ｋ

（１）
ｂｂ ＋Ｋ

（２）
ａａ）

－１Ｋ（１）ｂａ
Ｋ（ｃ）ｂｂ ＝Ｋ

（２）
ｂｂ －Ｋ

（２）
ｂａ（Ｋ

（１）
ｂｂ ＋Ｋ

（２）
ａａ）

－１Ｋ（２）ａｂ
Ｋ（ｃ）ａｂ ＝－Ｋ

（１）
ａｂ（Ｋ

（１）
ｂｂ ＋Ｋ

（２）
ａａ）

－１Ｋ（１）ａｂ
Ｋ（ｃ）ｂａ ＝Ｋ

（ｃ）Ｔ
ａｂ （１５）

其中上标１、２分别代表两个子区段，上标ｃ代表合
并后的区段．

但式（１２）的积分并不容易，一个可行的思路
是引入对偶变量，导向哈密顿体系，进而利用精细

积分来求出出口刚度阵．取对偶变量为
ｑ＝Ｅｔ，ｐ＝ｚ×Ｅｔ （１６）

相应的变分原理为

Ｓ＝∫
ｚｂ

ｚａ
［ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｚ，δＳ＝０ （１７）

其中

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐＴＤｐ／２＋ｐＴＡｑ－ｑＴＢｑ／２ （１８）
Ｈ（ｑ，ｐ）也可称为波导区段的混合能密度．其系数
矩阵

Ｂ＝Ｋ１１，Ａ＝０，Ｄ＝Ｋ
－１
２２ （１９）

通过对区段势能的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换引入波导的区段
的混合能［９］

４９１
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Γ（ｑａ，ｐｂ）＝ｐ
Ｔ
ｂｑｂ－Π（ｑａ，ｑｂ） （２０）

通过对上式的变分可看出

δΓ（ｑａ，ｐｂ）＝ｐ
Ｔ
ｂδｑｂ＋ｐ

Ｔ
ａδｑａ （２１）

ｑｂ＝Γ／ｐｂ，ｐａ＝Γ／ｐａ （２２）

由式（２０）可知区段混合能同样是二次型函数，可

表达为

Γ（ｑａ，ｐｂ）＝－ｑ
Ｔ
ａＱｑａ／２＋ｐ

Ｔ
ｂＦｑａ＋ｐ

Ｔ
ｂＧｐｂ／２（２３）

从式（１４）、式（２０）、式（２２）和式（２３）可知矩阵

Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ与 Ｑ、Ｆ、Ｇ是可以相互转化的，其关系

如下

Ｋａａ＝Ｑ＋Ｆ
ＴＧ－１Ｆ，Ｋｂａ＝－Ｇ

－１Ｆ，Ｋｂｂ＝Ｇ
－１（２４）

Ｑ＝Ｋａａ－Ｋ
Ｔ
ｂａＫ

－１
ｂｂＫｂａ，Ｆ＝－Ｋ

－１
ｂｂＫｂａ，Ｇ＝Ｋ

－１
ｂｂ （２５）

波导的区段长度

η＝ｚａ－ｚｂ （２６）

当考虑的波导区段为沿ｚ方向均匀，也即其几

何与材料参数沿ｚ坐标不变时，矩阵函数仅是波导

的区段长度的函数，即有Ｑ（η）、Ｆ（η）、Ｇ（η），它们

可由区段混合能密度的矩阵 Ａ、Ｂ、Ｄ积分得到，其

关系满足联立Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

ｄＦ／ｄη＝（Ａ－ＧＢ）Ｆ＝Ｆ（Ａ－ＤＱ）

ｄＧ／ｄη＝Ｄ＋ＡＧ＋ＧＡＴ－ＧＢＧ＝ＦＤＦＴ

ｄＱ／ｄη＝ＦＴＢＦ＝Ｂ＋ＡＴ
{

Ｑ＋ＱＡ－ＱＤＱ

（２７）

其初始条件为

当η→０＋时 ，Ｑ＝０，Ｇ＝０，Ｆ＝Ｉ． （２８）

方程（２７）看起来很复杂，但可以采用 Ｒｉｃｃａｔｉ微分

方程的精细积分算法［８－９］进行求解．

２　波导介质层ＰＢＧ结构滤波器的优化设计

作为滤波器，人们往往根据需要希望制作成宽

带、窄带、高通、或者低通以及其它等各种性能的滤

波器．在阻带内的透过率当然越小越好．下面以阻带

内的透过率最小为目标建立模型，用序列线规划法

对其变量进行优化分析，以达到最优设计的目的．

２．１　控制模型的提出
由于光子晶体具有带阻特性，可用于带阻滤波

器，而且通常人们希望在阻带内的光透过率越小越

好，而在阻带以外的区域透过率越大越好．在阻带

宽度一定的情况下，透过率越小，透射系数曲线与

横坐标轴（频率坐标轴）所围成的面积应该最大．

建立优化控制模型

求 ｘ＝（ａ，ｄ，εｒ）
Ｔ

使 Ａｓｂ＝∫
ｆ３

ｆ２
（－Ｓ２１）ｄｆ→ｍａｘ

ｓ．ｔａ
－
ａ珔ａ

　ｄ
－
ｄ珔ｄ

　ｄｋａ
　ε
－ｒ
εｒ珔εｒ

　ＡＬ ＝∫
ｆ２

ｆ１
（－Ｓ２１）ｄｆＴＬ

　ＡＲ ＝∫
ｆ４

ｆ３
（－Ｓ２１）ｄｆＴ























Ｒ

（２９）

其中，周期长度 ａ、介质厚度 ｄ、介质的相对介电常
数为设计变量，向量 ｘ＝（ａ，ｄ，εｒ）

Ｔ表示设计变量

向量；ｆ２、ｆ３为阻带边界的下、上两个频率，ｆ１为
阻带左边所研究的频率范围的下边界，ｆ４为阻带
右边所研究的频率范围的上边界；Ｓ２１为透射系数，

Ａｓｂ＝∫
ｆ３

ｆ２
（－Ｓ２１）ｄｆ为ｆ２到 ｆ３频率区间内透射系数

曲线与横坐标轴所围成的面积．定义Ａｓｂ＝∫
ｆ３

ｆ２
（－Ｓ２１）ｄｆ

为ｆ２到 ｆ３频率区间内波的透射量的负值，其值越
大，透射率越小．同样，ＡＬ、ＡＲ也为相应频率区间内
波的透射量的负值，ＴＬ、ＴＲ为相应频率区间内波的
透射量的负值所允许的最大值；ａ

－
、珔ａ、ｄ

－
、珔ｄ、ε

－ｒ
、珔εｒ分

别为ａ、ｄ、εｒ三个设计变量的上、下限；由于 ｄ＜ａ，
所以ｋ是一个小于１的正数．
２．２　响应面方法的数值试验设计

二次响应面函数为

η（ｘ，β）＝β０＋∑
ｎ

ｊ＝１
βｊｘｊ＋∑

２ｎ

ｊ＝ｎ＋１
βｊｘ
２
ｊ＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
βｉｊｘｉｘｊ

（３０）
其中，ｎ为设计变量的个数，共有系数 ｐ＝（ｎ＋
１）（ｎ＋２）／２．当设计变量为３时，式（３０）为
　η＝β０＋β１ｘ１＋β２ｘ２＋β３ｘ３＋β４ｘ４＋β５ｘ５＋

β６ｘ６＋β７ｘ７＋β８ｘ８＋β９ｘ９ ＝β０＋∑
ｐ－１

ｉ＝１
βｉｘｉ （３１）

其中

　ｘ４＝ｘ
２
１，ｘ５＝ｘ

２
２，ｘ６＝ｘ

２
３，ｘ７＝ｘ１ｘ２，ｘ８＝ｘ１ｘ３，ｘ９＝ｘ２ｘ３，

　β７＝β１２，β８＝β１３，β９＝β２３．
为了求出二次响应面的系数，试验次数Ｎ应少于 ｐ
次，当Ｎ＞ｐ时，采用最小二乘法确定响应而后系
数．在响应面设计中，一般可采用正交表设计、中心

５９１
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组合设计和等矩设计等几种试验设计的方法．
本文采用中心组合设计，由二水平因子设计（２ｎ

个 点）加上２ｎ个轴点和１个中心点（ｎ为变量个
数），其中，轴点是以原点为中心对称分布在ｎ个坐
标轴上的点，它们与中心点的距离称作轴臂，其大小

按照试验的正交性加以确定，文献［１０］中给出当变
量数为３时，ｒ＝１．２１５．对于２水平三个设计变量的
中心组合设计法的试验点的构造可参见图２．

图２　中心复合设计２水平３设计变量

Ｆｉｇ．２　Ｃｅｎｔｒａｌｃｏｍｐｏｓｉｔｅｄｅｓｉｇｎｆｏｒ２ｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓａｔ２ｌｅｖｅｌｓ

约束响应面的构造与目标响应面的构造在同样拟

合范围内进行，即采用同样的拟合半径．对３个设
计变量本文选取７个试验点，图３给出了３设计变
量时约束响应面试验点分布方式的示意图．

图３　约束响应面的试验点分布方式

Ｆｉｇ．３　ＤＯＥｆｏｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｕｒｆａｃｅ

假定点ｘｖ＝（ｘｖ１，…，ｘ
ｖ
ｉ），（ｉ＝１，…，ｎ，上标为优化

迭代次数），利用运动极限法，可以确定变量（ｘｖ１，

…，ｘｖｉ）的取值范围为［ｄ－
ｖ
ｉ，珔ｄ

ｖ
ｉ］．运动极限法的具体

公式如下：

设第ｉ个设计变量ｘｉ的运动极限为

Δｉ＝（珔ｄｉ－ｄ－ｉ）×α （３２）

其中，珔ｄｉ，ｄ－ｉ为 ｘｉ的上下限，α是运动极限比例因

子，在迭代中以改变来达到调整运动极限的目的．α

的调整公式如下

α＝
Δｘ０ｉ×Δｘ

ｖ
ｉ０　α＝α×Ａ

Δｘ０ｉ×Δｘ
ｖ
ｉ＜０　α＝α{ ×Ｂ

（３３）

其中，Δｘ０ｉ为ｘｉ上次迭代的变化量，Δｘ
ｖ
ｉ为本次的变

化量，Ａ、Ｂ为调整系数，Ａ在１．０～１．２中取值，Ｂ在
０．５～１．０中取值．
２．３　用于求解的控制模型

通过上述处理，优化模型可转化为如下二次序

列规划问题

求 ｘ＝（ａ，ｄ，εｒ）
Ｔ

使 Ｆ＝ｘＴＨｘ／２＋ｆＴｘ→ｍｉｎ
ｓ．ｔ．ｄ

－１
ａ珔ｄ１

　 ｄ
－２
ｄ珔ｄ２

　 ｄｋａ
　 ｄ

－３
εｒ珔ｄ３

　 ＡＴＬｘ＋ＢＬＴＬ
　 ＡＴＲ＋ＢＲＴ





















Ｒ

（３４）

其中Ｈ、ｆＴ、ＡＴＬ、ＢＬ、Ａ
Ｔ
Ｒ、ＢＲ是对目标函数及约束函数

近似显式化时求得．

３　数值算例

对图１所示的滤波器，设计阻带中心频率约为
６ＧＨｚ、带宽为２ＧＨｚ的 ＰＢＧ滤波结构．取矩形波导
的横向截面尺寸为５７ｍｍ×２３ｍｍ．当波导的周期个
数太小，一般阻带特性不是太好，当波导的周期个

数太大，振荡又太大，根据经验实际工程中一般取

波导的周期个数为１０个左右，本例中波导的周期
个数设置为９．设ｆ１＝３ＧＨｚ，ｆ２＝５ＧＨｚ，ｆ３＝７ＧＨｚ，
ｆ４＝９ＧＨｚ，ＴＬ＝ＴＲ＝２．５，ａ－＝０．００２ｍｍ，

珔ａ＝１００ｍｍ，

ｄ
－
＝０．００１ｍｍ，珔ｄ＝１００ｍｍ，ε

－ｒ
＝１．１，珔εｒ＝１０，ｋ＝０．９．

初始设计变量取ａ＝２０ｍｍ，ｄ＝１５ｍｍ，εｒ＝２．２５．
目标值和设计变量随迭代步的变化规律如图

４和图５所示．从图４中可看出，随着迭代次数的
增加，目标值几乎无振荡地不断下降，迭代第８次
后目标趋于平稳，最后目标值在 －６２左右收敛．从
图５中还可看出，当目标值趋于平稳后，变量 ａ仍
然不断增加，同时ｄ不断减小，也随着缓慢增加，最
后设计变量的最优点为ａ＝２２．２ｍｍ，ｄ＝６．７１ｍｍ，
＝２．８．图６还给出了取初始变量时此结构的阻带
特性以及优化后的阻带特性，从图６中可看出初始
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变量所对应的阻带中心频率大约在６ＧＨｚ附近，但
其阻带不够深，带宽也不够宽；而优化后的阻带中

心频率约为６ＧＨｚ、阻带宽度约为２ＧＨｚ的滤波器，
且阻带特性好，达到预期的设计．

图４　目标函数随迭代次数的变化

Ｆｉｇ．４　Ｏｂｊｅｃｔｆｕｎｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ

图５　设计变量随迭代次数的变化

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ

图６　优化前后的阻带特性

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｏｐ－ｂａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ

ｂｅｆｏｒｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

４　结论

采用棱单元对波导的横截面进行离散，然后导

向哈密顿体系，运用基于黎卡提微分方程的精细积

分求出一段介质层和一段空气层的出口刚度阵，再

将两区段合并得到一个周期段的出口刚度阵，从而

可对所有周期进行合并，进而求出矩形波导纵向排

列介质层ＰＧＢ结构滤波器的阻带特性．由于只需
对横截面进行离散，其计算量仅与横截面的有限元

离散网格有关，因而大大减少了计算量．在此基础
上对优化模型利用响应面方法将目标函数和约束

函数近似显式化，运用二次规划对模型进行优化求

解，得到了滤波性能最优的设计参数，在波导滤波

器的优化设计中做了有益的尝试．
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