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非线性地基上正交异性矩形板的非线性热振动

杨立军 吴 晓

（湖南文理学院土木建筑工程系，常德 ’&)"""）

摘要 研究了非线性地基上正交异性矩形板的非线性固有热振动 (采用常规的 *$+ 法分析非线性地 基 上 正

交异性矩形板的非线性热振动难以得到高精度的近似解，为此，先对该强非线性振动系统进行参数变换，将

该强非线性振动系统转化为弱非线性振动系统 (然后采用改进的 *$+ 法进行求解，得到了强非线性振动系统

的高精度近似解 (此外，讨论了温度、地基 特 征 参 数、长 宽 比 等 因 素 对 非 线 性 地 基 上 正 交 异 性 矩 形 板 非 线 性

热振动固有频率的影响，得到了非线性地基上正交异性矩形板热振动频率随温度下降、地基特征参数变大、

长宽比变大而增大的结论 (
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引言

在土木、建筑等工 程 中，许 多 正 交 异 性 矩 形 板

处于热状态下的工作环境中，因此研究正交异性矩

形板在非均匀热分布载荷作用下，温度升高对板的

非线性热振动固有频率的影响是有实际工程 意 义

的 (一般经典 的 地 基 模 型 有 双 参 数 地 基 模 型、,-.$

/012 模型［&］，但近年来许多研究结果表明［!］，这两种

模型不足以描写地基的力学性质 (由于某些基础材

料的应力———应变关系 曲 线 在 应 变 较 大 时 会 出 现

“软化”现象，一种非线性“软化”弹性基础模型自然

受到研究者的注意［%］，本文以非线性基础上正交异

性矩形板为例，研究了其非线性固有 热 振 动 ( 由 于

非线性地基上正交异性矩形板的非线性热振 动 是

一个强非线性振动系统，因此采用常规的 *$+ 法难

以得到高精度的近似解 (对强非线性振动系统高精

度近似解的研究，一直是广大学者一个重要研究课

题［’，)］(本文根据文献［#］的方法对非线性地基上正

交异性矩形板的非线性热振动方程进行参数变换，

把强非线性振动方程转化为弱非线性振动方程，然

后再进行求解即可得到高精度的近似解，并且讨论

分析了温度、地基特征参数、长宽比等 因 素 对 非 线

性地基上正交异性矩形板非线性热振动固有 频 率

的影响 (

! 振动控制方程

非线性地基模型可以用下式描述为［3］
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其中，%& ，’( ，%! 为地基特征参数 (

参阅文献［6 7 8］可以得到非线性地基上正交

异性矩形板的非线性热振动方程为
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分别是 & 轴和 ’ 轴方向的弹性模量和泊松比，% 为

剪切弹性模量，"为密度，# 为板厚，( 为横振位移，

# 为应力函数，) ’ 、* ’ 分别为热矩、热力 (

假定正交异性矩形板四边为不可移简支，那么
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其中，由文献［-］可把沿和方向的热力及热矩

表示为
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取非均匀热分布为抛物线型
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再把有关 各 式 代 入 式（$）中 并 利 用 伽 辽 金 原

理得
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! 分析方法及近似解

在式（!#）中 由 于(是 一 个 较 大 的 数，所 以 式

（!#）是一个强非线性方程，因此可令* " ’0，把式

（!#）化为
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! 实例计算及讨论

为了分析温度、地 基 特 征 参 数、长 宽 比 等 因 素

对正交异性矩形板固有热振动频率的影响，本文以

混凝土矩 形 板 为 例 进 行 计 算 7 具 体 参 数 为：!# !

)!" ，’ ! "# 8，!# ! )!" ，’ ! " 7& 6 %#) 9: 5 8) ，.%

! " 7% 6 %#+ ; 5 8" ，." ! , 7" 6 %#+ ; 5 8" ，/ ! # 7+"

6 %#+ ; 5 8" ，(% ! # 7"+，(" ! # 7&’，$% ! %" 7* 6 %#(’

<，$" ! ’ 7+ 6 %#(’ <，具体计算结果见表 %、表 "、

表 )、表 ,（表中括号内数字为采用椭圆函数计算的

非线性地基上正交异性矩形板非线性热振动 固 有

频率）7

对表 %、表 " 进行分析，可以得出如下结论：

（ 0）非线 性 地 基 上 混 凝 土 矩 形 板 固 有 热 振 动

频率随着温度升高而下降，但变化幅度不大，这说

明混凝土矩形板固有热振动频率对温度变化 不 是

十分敏感 7

（"）随着地基特征参数 1% ，/2 ，1" 的变大，正交

异性矩形板固有热振动频率变大 7

（)）长宽比)越大，非线性地基上正交异性矩

形板热振动频率也越大；且非线性地基上正交异性

矩形板热振动呈“硬弹簧”特性，即振幅增大，频率
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也增大 !

（"）采用改进的 #$% 法计算的非线性地基上正

交异性矩形板非线性热振动固有频率与采用 椭 圆

函数计算的非线性地基上正交异性矩形板非 线 性

热振动固有频率的误差非常小，这说明改进的 #$%

法计算精度非常高 ! 同时，从本文的推导计算过程

可以看出改进的 #$% 法计算简便，更易于工程技术

人员掌握和应用 !

表 & ! ’ & 时正交异性矩形板固有热振动频率（单位：赫兹）

()*+, & (-, .)/01)+ /-,12)+ 34*1)/45. 61,70,.89 56 1,8/).:0+)1 51/-5/15;48 ;+)/,< =-,.! ’ &（0.4/：>?）
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B " D &E

$& ’ B B ! BEF " ! GGBE（" ! GGBE） " ! GEBG（" ! GEBG） " ! FDBH（" ! FDBH） " ! F"B"（" ! F"B"）

%& ’ B B ! BF " ! GGDD（" ! GGDD） " ! GEIE（" ! GEIE） " ! FDI"（" ! FDI"） " ! F"I&（" ! F"I&）

$E ’ B B ! BHF " ! GDJB（" ! GDJB） " ! G"JG（" ! G"JG） " ! GBJD（" ! GBJI） " ! FGJH（" ! FGJD）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HJ ! EGHD（&HJ ! EGHD） &HJ ! EGGH（&HJ ! EGGH） &HJ ! EGFG（&HJ ! EGFG） &HJ ! EG"G（&HJ ! EG"G）

%& ’ B B ! BF &HJ ! EGDH（&HJ ! EGD"） &HJ ! EGGI（&HJ ! EGGI） &HJ ! EGFI（&HJ ! EGFI） &HJ ! EG"D（&HJ ! EG"D）

$E ’ B B ! BHF &HJ ! EGD"（&HJ ! EGD"） &HJ ! EGHJ（&HJ ! EGHJ） &HJ ! EGGJ（&HJ ! EGGJ） &HJ ! EGFE（&HJ ! EGFE）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HD ! DHJ&（&HD ! DHJ&） &HD ! DHE&（&HD ! DHE&） &HD ! DH&&（&HD ! DH&&） &HD ! DHJE（&HD ! DHFG）

%& ’ " K &BH B ! BF &HD ! DHJ"（&HD ! DHJ"） &HD ! DHEJ（&HD ! DHEJ） &HD ! DH&J（&HD ! DH&J） &HD ! DHBJ（&HD ! DHBJ）

$E ’ B B ! BHF &HD ! DHJH（&HD ! DHJH） &HD ! DHEH（&HD ! DHEH） &HD ! DH&H（&HD ! DH&H） &HD ! DHBG（&HD ! DHBG）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HD ! IJE&（&HD ! IJE&） &HD ! IJ&&（&HD ! IJ&&） &HD ! IJFI（&HD ! IJFI） &HD ! IEIF（&HD ! IEI"）

%& ’ " K &BH B ! BF &HI ! &BIJ（&HI ! &BI&） &HI ! &BDF（&HI ! &BD&） &HI ! &BHE（&HI ! &BHJ） &HI ! &BFI（&HI ! &BGE）

$E ’ L D K &BH B ! BHF &HI ! "BJF（&HI ! "BJH） &HI ! "BE"（&HI ! "BEH） &HI ! "B&"（&HI ! "B&H） &HI ! "BB"（&HI ! "BBH）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HI ! "G&G（&HI ! "GE） &HI ! "GBG（&HI ! "GBI） &HI ! "FIG（&HI ! "FII） &HI ! "FDF（&HI ! "FDI）

%& ’ " K &BH B ! BF &D& ! E&J&（&D& ! E&DI） &D& ! E&E&（&D& ! E&HI） &D& ! E&&&（&D& ! E&GI） &D& ! E&DH（&D& ! E&FI）

$E ’ L D K &BD B ! BHF &D" ! BD&I（&D" ! &&"D） &D" ! BDBI（&D" ! &&JD） &D" ! BHII（&D" ! &&ED） &D" ! BHDI（&D" ! &&&D）

表 E ! ’ & 时正交异性矩形板大挠度固有热振动频率（单位：赫兹）

()*+, E (-, .)/01)+ /-,12)+ 34*1)/45. 61,70,.89 56 1,8/).:0+)1 51/-5/15;48 ;+)/,< =-,.! ’ &（0.4/：>?）
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$& ’ B B ! BEF " ! "IIH（" ! "IIGI） " ! "FDH（" ! "FDH） " ! "&HE（" ! "&HE） " ! JHF"（" ! JHF"）

%& ’ B B ! BF " ! FBDG（" ! FBDG） " ! "GHG（" ! "GHG） " ! "EGJ（" ! "EGJ） " ! JD"G（" ! JD"G）

$E ’ B B ! BHF " ! FEJJ（" ! FEJJ） " ! "DEF（" ! "DEF） " ! ""&J（" ! ""&J） " ! JIIH（" ! JIIH）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HJ ! EGJF（&HJ ! EGJF） &HJ ! EGEF（&HJ ! EGEF） &HJ ! EG&"（&HJ ! EG&"） &HJ ! EGBJ（&HJ ! EGBJ）

%& ’ B B ! BF &HJ ! EGJD（&HJ ! EGJD） &HJ ! EGEH（&HJ ! EGEH） &HJ ! EG&G（&HJ ! EG&G） &HJ ! EGBG（&HJ ! EGBG）

$E ’ B B ! BHF &HJ ! EG"&（&HJ ! EG"&） &HJ ! EGJ&（&HJ ! EGJ&） &HJ ! EGEJ（&HJ ! EGEJ） &HJ ! EG&G（&HJ ! EG&H）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HD ! DGIE（&HD ! DGIF） &HD ! DGDH（&HD ! DGDF） &HD ! DGHI（&HD ! DGHJ） &HD ! DGFI（&HD ! DGFI）

%& ’ " K &BH B ! BF &HD ! DGIE（&HD ! DGIE） &HD ! DGDE（&HD ! DGDE） &HD ! DGHE（&HD ! DGHE） &HD ! DGGE（&HD ! DGGE）

$E ’ B B ! BHF &HD ! DGIG（&HD ! DGIG） &HD ! DGDG（&HD ! DGDG） &HD ! DGHG（&HD ! DGHG） &HD ! DGGF（&HD ! DGGF）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HD ! IEDJ（&HD ! IEDF） &HD ! IEGI（&HD ! IEHE） &HD ! IEFI（&HD ! IEFI） &HD ! IE"I（&HD ! IE"I）

%& ’ " K &BH B ! BF &HI ! &B"I（&HI ! &BF） &HI ! &BJI（&HI ! &BJI） &HI ! &BEI（&HI ! &BEI） &HI ! &B&D（&HI ! &B&I）

$E ’ L D K &BH B ! BHF &HI ! JII"（&HI ! JIIG） &HI ! JIDJ（&HI ! JIDG） &HI ! JIHJ（&HI ! JIHG） &HI ! JIGJ（&HI ! JIGG）

$& ’ J K &BH B ! BEF &HI ! "FHF（&HI ! "FHI） &HI ! "FGF（&HI ! "FGD） &HI ! "FFF（&HI ! "FFD） &HI ! "F""（&HI ! "F"D）

%& ’ " K &BH B ! BF &D& ! EBI（&D& ! E&"I） &D& ! EBD（&D& ! E&JD） &D& ! EBH（&D& ! E&ED） &D& ! EBG（&D& ! E&&D）

$E ’ L D K &BH B ! BHF &D" ! BHHI（&D" ! &&BD） &D" ! BHGI（&D" ! &BID） &D" ! BHFI（&D" ! &BDD） &D" ! BH"I（&D" ! &BHD）
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表 ! ! " # 时正交异性矩形板大挠度固有热振动频率（单位：赫兹）
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