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车$桥系统的振动分析及控制
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摘要 推导出了由变速行驶车辆与不同边界和路面不平桥梁组成的系统，在安装调质阻尼器（,-.）后 的 无

量纲运动微分方程 )作为其特例，研究了匀变速车辆与简谐路面简支桥梁系统，获得了桥梁跨中的无量纲最

大挠度随加速度、减速度、初速度、质量比和路面不平度的变化规律，并对系统发生共振时进行 ,-. 控制 )数

值计算表明：加速度、减速度、初速度和质量比对桥梁的影响均很大；路面不平度对桥梁的影响不可忽略，因

为它甚至有可能使桥梁产生共振；,-. 可明显减小桥梁的共振振幅 )
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引言

由于现代桥梁结构趋于轻 型 化 而 车 的 载 重 量

却在不断增大、车速不断增加，这对矛 盾 的 出 现 使

得车$桥系统的振动分析与控制越来越受到工程界

和研究人 员 的 重 视 和 关 注 ) 影 响 车$桥 系 统 振 动 的

因素很多，目前国内外的研究，大多限 于 车 辆 匀 速

运动而且未考虑桥面不平度的影响［& / 0］、或只是考

虑了移 动 荷 载 作 用 下 的 简 支 桥 梁 的 调 质 阻 尼 器

（,-.）控制，没有将车辆与桥梁作为一个系统来研

究［&"］)事实上，车辆在桥面上总不可避免地会作加

速或减速运动，桥面也总是粗糙不平的，因此，对车

辆变速运动与桥梁粗糙不平这两个引起车$桥系统

振动的因素展开研究，具有明确的工程背景和重要

的应 用 价 值［&& / &%］) 本 文 推 得 安 装 有 调 质 阻 尼 器

（,-.）的 车$桥 系 统 的 无 量 纲 运 动 微 分 方 程，该 方

程适合车辆作变速运动，桥梁具有任意路面不平函

数和各种不同边界条件 )研究了匀变速车辆与简谐

路面简支桥梁系统，分析了桥梁跨中无量纲最大挠

度随加速度、初速度、质量比、路面不平度的变化规

律，讨论 了 ,-. 对 抑 制 桥 梁 振 动 的 效 果 ) 结 果 表

明，加速度、初速度、质量比、路 面 不 平 度 对 桥 梁 跨

中无量纲最大挠度均有不同程度的影响；采用 ,-.

控制后，桥梁的共振幅值明显减小，用 ,-. 控制车

$桥系统的振动是十分方便、可行且有效的 )

! 系统的运动微分方程及其解法

考察图 & 所示变 速 车 辆 与 路 面 不 平 桥 梁 耦 合

系统 )桥的跨度为 !，单位长度的质量为 "，抗弯刚

度为 #$，阻尼系数为 %，路面不平度用函数 &（ ’）表

示 )质量为 ( 的车辆，以速度 )*，加速度 +* 在桥面上

行驶，设它始终不离开桥面，且桥梁的静平衡位置

是水平的 )位置 * 1 *（ ,）和函数 &（ ’）均自桥梁的

最左端量起，时间 , 则是从车辆开始进入桥梁的最

左端瞬间开 始 计 时 ) (- 、%- 和 .- 分 别 是 ,-. 的 质

量、阻尼和弹簧系数 )

图 & 车 $ 桥系统的力学模型
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安装有调质阻尼器的车 $ 桥系统，其运动微分

方程为

#$/! E "+/ E % )/ 1 (（ 0 F +/ F +*/G E +& F
+*&G ）!（ ’ F *）E（(-0 F (-

+-）!（ ’ F !& ）

（&）

(-
+- E %-（

)- F )/）E .-（ - F /）1 " （!）

式中 / 1 /（ ’，,）为桥梁的挠度，0 为重力加速度，
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!（ ! ! "）为狄拉克函数，其数学表达式为

!（ ! ! "）
" #，当 ! " " 时

" $，当 ! ! "{ 时
（%）

引入如下无量纲量
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式中$为桥梁的自振频率，则

)" " $#)%；*" " $’ #*%；)& " $’ #)%，
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于是微分方程（#）和（’）可分别化为如下无量

纲形式
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将式（0）代入式（.）并注意到+))
4（"）"(

&
4+4（"），且

两端乘以+6（"）后，对"从 $ 到 # 积分，考虑到模态

函数的正交性：%
#

$
54（#）+4（"）+6（"）1" " 54（#），以

及积分公式%
#

$
7（"）!（" !%）1" " 7（%），得
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代入式（#$）和（##），得 桥 梁 的 各 阶 主 振 动 和 234

的运动微分方程分别为
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式（#’）和（#%）可改写成如下的矩阵形式

［+］｛*5｝-［ 8］｛)5｝-［ 9］｛5｝" ｛:｝ （#&）

方程（#&）为参数激励时变微分方程组，［+］，

［ 8］，［ 9］，｛:｝均随无量纲时间#，参数%及其一阶

导数 )%、二阶导数 *%而变化，可采用数值方法求解 5

同时方程（#&）适合于任意路面不平函数、各种不同

边界条件的 桥 梁 以 及 车 辆 作 任 意 变 速 运 动 的 车 6
桥系统 5

! 车 " 桥系统的振动分析

考察匀变速车辆与简谐路面简支梁桥系统，此

时取 ’（ !）" 1789,!
; ，其中 < 和 ; 分别表示路面不

平度函数的幅值和半波长，且有$4 "（ 4,）’ -.
,#& & ，

-4（"）" &’789（ 4,"），系统的参数设定为 + " ,# 5’

: #$% ;<，, " #+ 5% : #$% ;< = >，

- " ’ 5#+ : #$## ? = >，. " $ 5/ >& ，

. " #$$ >，)" $ " ’$，%$，&$ > = 7，

@ *" @ " $，%，,，0，#’ > = 7’ 5

另设：< " + >>，; " + > 5换算成无量纲量则分别

为

’ " $ 5$&，)% " $ 5$,，$ 5$0，$ 5#’；

@ *% @ " $，$ 5$$’.，$ 5$$++，$ 5$$/’，$ 5$##，

’< " <
; " $ 5$$#

特别说明：为了用 3A2BAC 画图时图形标注方便起

见，以下所有 的 图 形 标 注 都 用%# 代 替 )%，%’ 代 替

*% 5
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（!）加速度对桥梁跨中挠度的影响，如图 " 所

示 # 由 图 可 见，车 辆 加 速 运 动 时，在 同 一 初 速 度 !!
下，加速度 "!愈大，桥梁跨中的最大挠度也愈大，而

在匀速运动情况下，桥梁跨中的最大挠度为最小 #

这说明加速度对桥梁的影响很大，一般情况下不容

忽略 #

图 " 加速度对桥梁跨中挠度的影响

$%& # " ’(()*+ ,( -**).)/-+%,0 ,( 1)2%*.)
,0 +2) 3%4567-0 4)(.)*+%,0 ,( +2) 8/%4&)

图 9 减速度对桥梁跨中挠度的影响

$%& # 9 ’(()*+ ,( 4)*).)/-+%,0 ,( 1)2%*.)
,0 +2) 3%4567-0 4)(.)*+%,0 ,( +2) 8/%4&)

（"）减速度对桥梁跨中挠度的影响，如图 9 所

示 # 由 图 可 见，车 辆 减 速 运 动 时，在 同 一 初 速 度 !!
下，减速度 "!的绝对值愈大，桥梁跨中的最大挠度

就愈小，而在匀速运动情况下，桥梁跨中的最大挠

度为最大 #这说明与加速运动时的情形恰恰相反 #

（9）初速度对桥梁跨中挠度的影响，如图 : 所

示 #由图可见，无论车辆是加速（图 :-）还是减速运

动（图 :8），初速度愈大，桥梁跨中的最大挠度均愈

大 #这说明初速度对桥梁的影响很大 #

图 : 初速度对桥梁跨中挠度的影响

$%& # : ’(()*+ ,( %0%+%-. 67))4 ,( 1)2%*.) ,0 +2) 3%4567-0 4)(.)*+%,0 ,( +2) 8/%4&)

（:）质量比对桥梁跨中挠度的影响，如图 ; 所

示 #由图可见，车辆做变速运动时，桥梁跨中的最大

挠度随质量比"的增大而增大 #这说明质量比对桥

梁的影响也很大，不容忽视 #

（;）路面不平度对桥梁跨中挠度的影响，如图

< 所示 #由图可见，路面不平参数!# 在 == #==; 之间

变化时，桥梁跨中的最大挠度先增后减，而当!# >

= #==: 时，达到最大值，但当!# " = #==" 时，则影响不

很明显 #这说明路面不平对桥梁的影响不能简单地

忽略，甚至有可能使桥梁发生共振 #
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图 ! 质量比对桥梁跨中挠度的影响

"#$ % ! &’’()* +’ ,-.. /-*#+ +0 *1( ,#23.4-0 2(’5()*#+0 +’ *1( 6/#2$(

图 7 路面不平度对桥梁跨中挠度的影响
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! 车 " 桥系统的振动控制

考察匀速车辆与简支梁桥系统，先定义速度系

数

! : "
!"

##
: "$!$

# （;!）

利用速度系数可确定车辆的共振临界速度 %令

%% :
&%

’$ ，#% : #(

; <%%

，
)%

)( )
)

=

:
>%%

?（; <%% ）
> ，)) : =&%#( （;7）

式中 )) 为 @AB 的临界阻尼系数，质量比%% 通常在

C %C; D C %CE 之间取值，本文分别取%% : C %C;! 和

%% : C %C>=，并取& : C %!，即设 @AB 安装在桥梁跨

中位置 %

采用 @AB 前、后，车 速 对 桥 梁 跨 中 挠 度 的 影

响，如图 F 所示 %图 F（-，6）为车 3 桥质量比分别取%
: C %CE 和% : C %C;> %由图 F（-）可见，当车速系数

! : = %!! 时，车 3 桥系统发生共振，对应的无量纲

临界车速 !$ : C %CEC!?，有量纲临界车速 * : ;> %EF=

, G .，安装 @AB 前的无量纲共振振幅为 C %C=E?H，是

静挠度的 >> %7C= 倍，安装后，对应于 @AB3 桥质量

比%% : C %C;!和%% : C %C>=的无量纲共振振幅分别

为 C %C;>=> 和 C %CC?=F?，振动分别被抑制了 E7 %E I

和 77 %FE I %由图 F（6）可见，当车速系数! : = %=!

时，车 3 桥系统发生共振，对应的无量纲临界车速 !$
: C %C>!?，有量纲临界车速 * : ;; %?E= , G .，安装

@AB 前的无量纲共振振幅为 C %C;FE!，是静挠度的

F; %H77 倍，安 装 后，对 应 于 @AB3 桥 质 量 比%% : %

C;! 和%% : C %C>= 的 无 量 纲 共 振 振 幅 分 别 为 C %

CC7F! 和 C %CCEE7F，振 动 分 别 被 抑 制 了 7; %= I 和

FE % E I，由该图还可见，当! : ; %F! 时有亚共振现

象发生，相应的无量纲临界车速 !$ : C %C=FH，有量

纲临界 车 速 为 * : H %=; , G . % 由 以 上 两 图 可 以 看

出，采用 @AB 控制车 3 桥系统的振动是可行而十分

有效的，且随着%% 的增大，抑制振动的效果更佳，

但在实际应用中%% 不能太大，否则会增大桥梁的

静挠度 %

图 F 采用 @AB 前、后车速对桥梁跨中挠度的影响

"#$ % F &’’()* +’ .4((2 +’ *1( J(1#)5( +0 *1( ,#23.4-0 2(’5()*#+0 +’ *1( 6(-, 6(’+/( -02 -’*(/ @AB #. #0.*-55(2
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! 结论

本文推得变速行驶车辆与任意路面不平函数、

各种不同边界条件的桥梁系统，安装有调质阻尼器

的无量纲运动微分方程 !研究了匀变速车辆与简谐

路面简支 桥 梁 系 统，讨 论 了 加 速 度、初 速 度、质 量

比、路面 不 平 度 对 桥 梁 跨 中 无 量 纲 最 大 挠 度 的 影

响；研究了 "#$ 对抑制桥梁振动的效果 !数值计算

结果表明，桥梁跨中的最大挠度!随加速度增大而

增大，"随减速度的绝对值增大而减 小；#随 初 速

度增大而增大；$随车%桥质量比的增大而增大 !路

面不平度对桥梁的影响不能简单地忽略，甚至有可

能使桥梁产生共振 !采用 "#$ 控制后，桥梁的共振

幅值明显减小，用 "#$ 控制车%桥系统的振动是十

分方便、可行且有效的 !
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